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El Problema Principal de Disefo.
Densificacion a partir de la Solucion
Inversa Generalizada Reciproca con

Zonas de Distinta Significacion

El objetivo del presente articulo es la densificacion cartografica de un punto o
grupo de puntos relacionados, por interseccion directa virtual, con vértices de la
red primaria. Las ventajas son multiples, destacamos en primer lugar se conocen
las figuras de error y las probabilidades individuales o simultinea asociadas un
punto a varios o a todos los puntos identificados sobre la cartografia en estudio,
basandonos en el Analisis Multivariante Normal. Otra ventaja importante es la
informacion que aporta al replanteo topografico. Con este método podemos
completar un Modelo Digital del Terreno con menos trabajo de campo, con mas
conocimiento de la precision del levantamiento y con una buena interpretacion de
los resultados.

El presente trabajo completa cuatro publicaciones anteriores que constituyen la
preparacion previa e imprescindible  para su estudio y comprension. Los cuatro
articulos publicados estdn en la Revista Digital: www.racv.es/racv: “Progreso en la
practica del Ajuste Gaussiano de una red local. Método de Triangulateracion”, “Ajuste
Gaussiano de redes por el método de Incrementos de Coordenadas”, y “Recintos de

error y su interpretacion en el Ajuste Gaussiano de una red local observada con GNSS y
ajustada por incrementos de coordenadas. Teoria y Praxis”, y por Gltimo “Cuestiones
basicas en interpretacion de una red clasica libre ajustada por el método de incrementos
de coordenadas”.

PALABRAS CLAVES:

MICROGEODESIA, RED LIBRE, AJUSTE DE REDES, FIGURAS DE ERROR,
FIABILIDAD DE RESULTADOS, PROBLEMA DEL DATUM, PROBLEMA DE
DISENO DE ORDEN DOS
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Densificacion a partir de la Solucion
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The goal of the present paper is the cartographic densification of one or a group of
linked points by virtual direct-intersection, with primary network vertex.

There are lots of advantages, we focus at first that we know the error figures and
the individual probabilities or simultaneous in association with a point or several
or every point identified on the cartography in study, that we based in the Normal
Multivariate Analysis.

Other important advantage is the information that provides to the topographical
setting out. With that method we can complete a DTM with less fieldwork, with
more knowledge about the accuracy of the survey and a good interpretation of the
results.

To deal with the theory and practice that we present here, we refer to the four previous
articles that has published in the Digital Journal: www.racv.es/racv “Progreso en la
practica del Ajuste Gaussiano de una red local. Método de Triangulateracion”, “Ajuste
Gaussiano de redes por el método de Incrementos de Coordenadas”, “Recintos de error
y su interpretacion en el Ajuste Gaussiano de una red local observada con GNSS y
ajustada por incrementos de coordenadas. Teoria y Praxis”, and “Cuestiones basicas en
interpretacion de una red clasica libre ajustada por el método de incrementos de
coordenadas”.

Key Words:

Microgeodesy, free-network, network adjust, error figures, result’s reliability, datum
problem, PP2
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Es objeto del trabajo que sigue la interpretacion en términos de error temible y
probabilidad de comision del resultado obtenido en el ajuste gaussiano de una Red
Local, desde el caso més simple al mas general, considerando simultaneamente
todas las variables o coordenadas, o fracciondndolas en grupos arbitrarios y
densificando la red sin trabajo de campo adicional e incorporando nuevas variables

interpretadas con idéntico poder de afirmacion.

Procederemos por inducciéon en sucesivas particularizaciones del caso més general
posible, cuya solucién multivariante formularemos. Del mismo modo se estudiara

la progresiva complejidad del proceso y como tratarla.

El supuesto més sencillo a considerar en el dmbito de actuaciéon demarcado es
obviamente la interpretacion individualizada de la abscisa, la ordenada o la cota
de un vértice previamente calculada. Puede considerarse siempre como una variable
X, representativa de una magnitud escalar, no siendo asequible el conocimiento

de la cifra X, de su valor exacto,

Si y solo si puede escribirse que X es una variable normal, en la fig 1.1 de

interpretaciéon inmediata
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)

Figura 1.1: Curva de probabilidad normal de Gauss univariante

X~ N (e = Xay 02) (1)

Se verificara segtin rutina

N

_1 (X-oex 1 (=2
P(X) e P(a’,’) = \/%.UI LA 2 ( Tz ) = \/%-gz - e 2 (O'r) (2)

semitipificando X segin

X =p, +x (3)

ox = 0, (4)

pudiéndose escribir ademas

X=0, T+p (5

donde
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T~N(@0, 1) (6)

Siendo T' !, variable normal tipificada.

Y se podra describir la realidad fisica aceptando el valor mas probable

EX)=M=p, =X, (7)

al que se tendrd acceso por el procedimiento que se entienda mds adecuado en
cada supuesto. En el presente caso de una variable acostumbra a ser asequible y
preferirse la media aritmética p, de los distintos valores obtenidos por medicion
directa o indirecta, siendo su probabilidad maxima.

Pmliiﬂ:P(‘X‘:lu’X):P('r:O):\/ﬁ-o’X:\/ﬁ'az (8)

expresandose para cualquier otro supuesto (incluyendo el anterior) como

Pmdm:P(X:Xa):P<x:O>:\/ﬁ-ax:\/ﬁ-az (9)

que generalizaremos al caso multivariante, segin se vera.

Sin embargo y para obtener un resultado riguroso y de aplicacién practica, es

preciso establecer la integral definida

Xatkox +kox +kox

Po= [ P(X)-dX= [ P(x)-de= [ % e (E) g =
Xa—kox —kox 0 O
K 1 _ 1.2 k
=2 g_\/ﬂ'e 215 4T =2 [N (0,1)]; (10)

donde el recinto de integracion (intervalo en este caso) es

Xa—]{?'O'XgXSXa—Fk'O'X
o = (11)

|z |<k-o,

1 Utilizamos la notaciéon T en este caso, en lugar de Y, empleada anteriormente en Anélisis
Multivariante para prevenir ambigiiedad con expresiones posteriores.
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siendo k£ una constante arbitraria. Pp se representa por un area bidimensional.

Para k£ = 1 valdra el doble de la superficie rayada en la figura 1.1.

Y evidentemente, la exigencia y cifrado a priori de una fiabilidad suficiente permite
establecer rigurosamente una k y consecuentemente un recinto de integracion, o

de incertidumbre, en cuyo interior se encontrara el valor exacto X, desconocido.

Por ejemplo, para k = 1, caso representado en la figura 1.1, la integral definida (10)
resulta igual a 0,68 y con k = 4 resulta igual a la unidad con error despreciable en la
inmensa mayoria de los casos, sea cual fuere la exigencia a priori establecida. Quiere
decir que con certeza puede aceptarse que el valor adoptado X, se aproximaré al

exacto X, en menos de 40, .

Desconocemos el punto sobre el eje de abscisas X/x de la figura 1.1 donde se halla

X, , pero se cumplird que

X, —40, < X, < X, + 40, (12)

y si el error o aproximacion ex = +4o,es aceptable, X, resuelve irreprochable-

mente y con todo rigor el problema.
Resumiendo:

oF (X)=M = u, = X, es el valor més probable, solucién adoptada. Coincide en

el presente caso el valor méas probable a priori y a posteriori.

e La funcién de probabilidad de X es

LR - &)
P=P(X)=P(@)= gor-e¢ 2\ = g e i\

e Se cumple que X = 0,.T + p, = (am)%.T—l—,ux =B.T+ M, donde T~ N (0,1).

e El lugar geométrico de los puntos X/z equiprobables con una probabilidad
arbitraria P = P (X) = P (x) se reduce a dos valores aislados de X/x tales
que X = pu, o = M £z, donde suele medirse z = £k - 0, en desviaciones tipicas

sobre el valor mas probable.
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e La probabilidad Py = P (] z |< ko,) , concierne a los puntos X/z cuyo lugar
geométrico es el segmento de recta sobre el eje de abscisas que une los valores
anteriores y se expresa como | z |< ko, . Su valor viene dado por la integral

definida simple de la funcién normal de Gauss

M+kox +kox +kox

Po= [ P(X)-dX= [ P(a)-dr=2- [ L e (&) do=
M—kox —kox 0 o
f 1 L2 k

extendida al segmento de recta anteriormente citado considerado como recinto de

integracion.

Geométricamente esta representada por el area bidimensional plana encerrada por
la curva P = P (X), el eje de abscisas y las rectas © = +k-0,. Doble de la superficie

rayada en figura 1.1, representativa del caso k = 1.

Consideremos a continuacién el caso mas complejo de dos variables normales
representativas para fijar ideas de las coordenadas de un vértice A en planimetria

y sea su expresion

Y~ N (py, oy) (14)

A (Mx, My), coordenadas valores mas probables ajustadas. Con menor rigor

pueden entenderse también a priori.

A posteriori serian los valores compensados que, salvo decisiéon especifica y
justificada en contra, se supondran obtenidos por aplicacion del Método de Ajuste

Gaussiano de Incrementos de Coordenadas, desarrollado en trabajos anteriores?.
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P(X.Y)

P(xy)

YCP YC

XCP

/ 0 (xy)
XC
X

Figura 1.2: Recinto de probabilidad normal en el caso de dos variables

Asi en la figura 1.2 ampliamos a dos variables el caso de una anteriormente

estudiado.

Directamente podemos escribir®

P<X7 Y) = P<x7 y) = ﬁ ’ 5'S'e ‘_% '6_%'(X_M)T"7XX_1'(X—M) =

=l [ i)

con notacién bien conocida, siendo

X=M+z (16)

2Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, N. QUESADA OLMO, M. VILLAR CANO, J.M. PAREDES
ASENCIO, A. MARQUES MATEU, “Ajuste Gaussiano de redes por el método de Incrementos de
Coordenadas”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital.
Valencia, 2011.

3Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, FR. GARCiA GARcCia, M. VILLAR CANO. “Recintos de
error y su interpretaciéon en el ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y
ajustada por Incrementos de Coordenadas”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista
Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia, 2012. Pg 159 y sig.
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verificindose ademés
X=B-T+M (18)
Vector normal multivariante de coordenadas compensadas, donde

B=(oxx)? = (0,0)2  (19)
M=E(X) (20)

T~N(01)  (21)

siendo X, M, x, T, vectores columna de dos componentes.

Las expresiones (15) se representan en la figura referidas a unos ejes arbitrarios

Oxy y su trasladado de vector M, O,,, resultando la probabilidad méaxima:
P(X, Y)mir =P (@, Ymaz =P (X =M)=P(z=0) =

= ﬁ | OXxXXx “i= ﬁ | Ozx |_% (22)

por otra parte en (15) tomando neperianos

—2
L.(g.ﬂ.p.wmﬁ) S C I L

rx

-1

= (r,9)- 17 ]= @

_é.(2.2 2.52_9.0.q- )_
= Zaer, Ty Ty oy =20y Ony) =

252 2 2 2 (2.2 2
=z 0, ty 0, =2 xy -0, =0C '(O'x'O'y—O'xy)

10
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haz de elipses con centro en el vértice compensado A¢c y ejes paralelos , siendo
1 —2 .
L- (2 e P Oy |§> = C? = Constante para una P determinada

Asi en la figura 1.2 se representa el haz de elipses de probabilidades constantes ®p

secciones planas y paralelas de (15) por planos P = Constante.

Para la probabilidad correspondiente a C' = 1 se obtiene la elipse standard de Ag

ES=a2*-0,+y*-0,—2-x-y-0py—0s-0,+05,=0

ES=x -0} - 2—-1=0 (24)

y del mismo modo que en (10), la probabilidad de que el vértice exacto A, se
encuentre dentro del recinto de incertidumbre o error definido por la elipse ®p

valdrd en este caso la integral doble

1

Py = ffﬁ | 00 |_% 2@ Oea T o dy (25)
b

donde en el exponente de la funcion subintegral aparecen los términos cuadraticos

de la elipse standard ES. La integral se extiende en principio al recinto

P=p=a*-0,+y*-0.—2-7-Y Opy =

-2
:L-(Q-’]T-P-|O'm;|§> (0202 —02) (26)

elipse homotética de ES y razon C, arbitraria.

El resultado es un volumen como el de la figura 1.3, formado por dos secciones
acoladas: un cilindro recto con base en el plano del levantamiento Ozy y centro
en el origen O, base la proyecciéon ortogonal de la elipse ®p sobre dicho plano,

generatrices verticales hasta cortar a la superficie de probabilidad P = P (zy),

11
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P((X,Y)
P(xy)
Y
Oxy
YCP YC
XCP
XC O (xy)
X XC
X

Figura 1.3: Volumen formado por un cilindro recto que corta a la superficie de
probabilidad P = P(z,y)

que evidentemente lo hard en ®p, cubierto por el resto de la superficie citada,
hasta su vértice en P,,,..

El calculo directo de (25) puede abordarse practicando una rotacion de los ejes
OXY, Ozxry un mismo angulo hasta situarlos en la direccion de los ejes de las

elipses ®p, en Oxcyc ¥ Ogeye Tespectivamente (fig. 1.3).

El cambio de variable por rotacién bien conocido

=TTz (27)

con I' = matriz de autovectores columna de o, resuelve la cuestion, transformando
las elipses ®p a su expresion canodnica desapareciendo las covarianzas, cuyo
significado fisico resulta a lo menos dudoso, al depender su existencia de un

operador geométrico.

12
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Ye Ye

y practicandolo en (25) se obtiene

1.( =2 ?)
Py = ffﬁ | Ozx ‘_% e’ <U%C wic) . dmc ’ dyc
(]

x

1w _1
:ﬁ‘awx ‘7% .ge QU%CC.dxC.e 2

integral de variables separadas.

Sin embargo, establecer los limites de integracion con el recinto eliptico considerado
no es facil. Y por otra parte y a efectos practicos, el recinto de integraciéon puede
y debe modificarse si con ello se facilita el calculo o se obtiene mayor informaciéon

en el resultado.

Asi, sabemos por teoria conocida que la proyeccion de cualquier elipse ®p, sobre
sus ejes coordenados, en su caso més general, vale 2 -0, y 2-0,* En nuestro caso

canoénico se proyectard segin los ejes y se tendré

Ope = Q (30)

Oye = (31)

Y en definitiva, puede resolverse el problema cambiando el recinto de integracion,

que también es de incertidumbre por el mucho méas cémodo

|2, |<C-a=C "oy
U= (32)

|y [SC-b=C "0y
En su caso mas general, con C' = constante arbitraria, rectangulo con centro en el
vértice compensado A (X¢p, Yop), que es también el origen Oxy, circunscrito a la

elipse elegida ®p, tangente en sus vértices y de lados sus ejes 2-C' -ay 2-C -b.

Mas coherente con el caso anterior, de segmento de recta.

Definitivamente
4 Ibidem. Pg 70 y sig.

13
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Py —
. ) +bo=+C"0yc ~L ng +a=4C-0zc 1 a2
_ -5 2 52
= ﬂ ‘ Oge ‘ 2 . f e Tyc . dyc . f e OZc - dm~c (33)
—b=—C"0yc —a=—C"-0z¢

probabilidad de que el vértice exacto A. se encuentre dentro del recinto V.
Adicionalmente, la utilizacion de la constante C' permite calcular en (23) la

probabilidad P asociada a los puntos de la elipse ®p inscrita en W.

Es inmediato tipificar (33) mediante el cambio de variables

T — Ze — Ye

Ozc Oyc

dve = 04 - dT = dy, = 0y - dT (34)

siguiéndose
Py =
+b=+c‘0yc 5 +a=+4+C"-0zc 1 2
1 1 —ir ) —Llr _
i f e 2 Oye - dT’ e 2 Ope + Al =
—b=-C Oyc —a=—C'04¢
FCoye 1.2 +Coac 1.2
1 —lr 1 —ir
e PIE——— 2 . . o —_— 2 =
2 o= { e T -2+ o= { e dT

=2.N(0,1)§- =2 [N (0, )§]*=[2-N (0, )F]°  (35)

resultando evidente la relacion con (10) en el caso anterior, que se obtiene

particularizando el presente para una sola variable.

Asi y completando el anélisis, (35) representa la probabilidad anteriormente
mencionada de que el vértice exacto A, se encuentre dentro del recinto ¥, y de que
sus coordenadas X 4., Y. disten de las compensadas Xcp, Yop a lo mas +C - a
y £C - b respectiva y simultaneamente, siendo en nuestra opinion esta iltima

caracteristica fundamental para nuestro trabajo profesional.

14
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La generalizacion para tres dimensiones es trivial y de nuevo se obtiene en la

practica la certeza para C' = 4.
Resumiendo:

e F(X) = M es el valor mas probable, solucion adoptada. En rigor debe utilizarse

el valor ajustado gaussiano a posteriori.
e La funcién de probabilidad de X es

P(X,Y)="P(z,y) =55 | oxx : e 5 (X=M)Toxx T (X=M) _

e Se cumple que X = B-T+M, vector de coordenadas compensadas mas probables,
donde B = (0xx)2 = (045)2, T ~ N (0, 1) y M = E (X).

e El lugar de los puntos X/x equiprobables con una probabilidad arbitraria
P = P(X) = P(z) es una de las elipses con centro en el vértice compensado

Ac vy ejes paralelos
N\ 2
L'<2'7T~P~|am|5> =C?=a2"- 0} 2=

-1

B 0y Oy x|
(x, y) - ) =
Ory Oy Y
f— —l . 2 . 2 2 . 2 —_— . . . pr—
i (x o, ty o, —2-x-y ny)

L2522 2 o 2 (2 2 2
=z*-0,+y o, —2-x-y -0y =0C (o2 oy, axy)

siendo C? = Constante para una P prefijada.

|z, |<C-a=C"-o0g
e La probabilidad conjunta Py, donde ¥ = , concierne
|y |SC-b=C -0y

a los puntos X/x cuyo lugar geométrico es el rectangulo definido por las rectas
< |"]jc|:C.aj:C.o'xc >
|y |=C-b=C" 0y

15



M.J. Jiménez Martinez

Su valor, previas las transformaciones por rotacién antes descritas, es el de la

integral doble de variables separadas de la funcién normal bivariante de Gauss

Py =
L 1 +b:+c‘0'yc 1 T2 +a:+c‘azc 1 T2
= 27 OzcOye ’ f e 2 ’ Uyc ’ dT ’ f e 2 *Ogc* dT =
—b=—C'0yc —a=—C"-0zc
+b:+c'ayc 1 o +LL:+C'O'QCC 1 5
=27 [ e2T.dT-2. . ez dT =
V2 V2
T 0 T “o

=2-N(0, 1)§ -2+ N (0, 1)§ =22+ [N (0, 1)§]* = [2- NV (0, 1)§]*

extendida al rectdngulo antes definido considerado como recinto de integracion.

Geométricamente y supuesto C' = 1, figura 1.3, corresponde al volumen formado
por dos secciones acoladas, a saber: un prisma recto (no representado) con base
rectangular en el plano del levantamiento, centro en el vértice compensado A (X¢p,
Yop), que es también el origen Ozy, circunscrita a la elipse elegida ®p, tangente
en sus vértices y de lados sus ejes 2 -a y 2 - b, aristas verticales hasta cortar a
la superficie de probabilidad P = P (xy), segin dicho rectangulo, cubierto por el

resto de la superficie citada, hasta su vértice en P4,

Es claro que el caso de una variable se deduce como una particularizacion del
presente de dos variables. Del mismo modo, la extension a tres variables (un vértice
en el espacio tridimensional) es inmediata segin lo expuesto, debiendo senalarse
que los calculos resultan mas prolijos y la interpretacion geométrica de la integral
triple de probabilidad resultante es un hipervolumen tetradimensional, sin realidad

fisica.

Finalmente, el caso méas general corresponde al ajuste , compensacion gaussiana e
interpretaciéon de resultados de una red local, bi o tridimensional, formada por un

ntmero cualquiera de vértices.
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Asi el vector de variables X asociado a la red tendra un nimero par de componentes
si se refiere a una red planimétrica o bidimensional y un ntimero impar y miltiplo de
tres si tridimensional. Y como de nuevo esta tltima es una extension de la primera,
con alguna complicaciéon adicional de calculo, nos referiremos a continuacion
monograficamente al caso planimétrico mas general, con un nimero de vértices

igual o mayor que dos.y de coordenadas n > 4.

La red propiamente dicha se representa por el afijo de X referido a un sistema de

ejes cartesianos n-dimensional.

El desarrollo inicial es en principio generalizaciéon puntual del anteriormente

expuesto.
Resumiendo:

e £ (X) = M es el valor mas probable, solucion adoptada. En rigor debe utilizarse

el valor ajustado gaussiano a posteriori.

e La funcién de probabilidad de X es

P(X) = P(I) == + | OxX |_% -e_%‘(X_M)T‘UXX*Iv(X—M) _
(2~7‘r)?'"

1 1...T -1

_ —s szl
= — | 04 |72 €72 o

siendo n = numero de coordenadas generado por los vértices de la red, obteniéndose

los casos anteriores particularizando para n =1, 2.
e Se cumple que X = B-T+M, vector de coordenadas compensadas mas probables,
donde B = (0xx)2 = (045)2, T ~ N (0, 1) y M = E (X), que define en su caso

més general la distribucion normal multivariante de las componentes del vector X.
Siendo de nuevo los casos anteriores particularizaciones para n =1, 2.

e El lugar de los puntos n-dimensionales afijos de X/x equiprobables con una
probabilidad arbitraria P = P (X) = P (z) es uno de los hiperelipsoides del haz
de ejes paralelos y con centro en el vértice compensado n-dimensional Ac cuya

ecuacion es
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L-(P-(Q-W)%'”-](jm]%> =C?=qz".0} x

rx

siendo C' = Constante para una P prefijada.
Evidentemente, sin realidad fisica.

e Referido el hiperelipsoide de que se trate a forma candnica mediante la conocida

transformacion de ejes z = I'" - z, la probabilidad conjunta Py, donde el recinto

|2 |1<C-a;=C -0y

de incertidumbre es W = < >, que concierne a los puntos

1€1,2,3,...,n
transformados Z/z cuyo lugar geométrico es el hiperparalelepipedo circunscrito
J

1€l,2,3,...,n

tangentes en sus vértices, viene dada por la integral multiple®

al hiperelipsoide canénico definido por los hiperplanos<

que se resuelve por la de variables separadas

Py =
B 2 1 +C-02.1 _1T2 dT 2 1 +C-0,2 _1T2 dT 2 1 +Coun 1 72 dT _
— . \/77 . {]1 e 2 . K)o \/77 . { e 2 . 2 \/77 . \g e 2 . —

=27 [N (0, 1)§]" =[2-N (0, 1)§]"
extendida al hipereparalelepipedo U antes definido considerado como recinto de
integracion.
No existe evidentemente representacion geométrica con realidad fisica.

Y a partir de lo expuesto el problema préctico puede asi plantearse en toda

su generalidad. Se trata en definitiva de conferir realidad e interpretacion fisica

SIbidem. Pg. 29 y sig.
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practica y rigurosa, bi y tridimensionales, a la doctrina descrita. Es posible, y
en trabajos anteriores nuestros se ha desarrollado y tratado exhaustivamente una

solucion® a la que nos remitimos. No insistiremos sobre ella.

Queda extender la doctrina a la densificacion de la red de que se trate hasta
alcanzar cualquier punto de la superficie cubierta, interpretando el resultado sin
pérdida de rigor y supresion o sustancial ahorro en trabajo de campo adicional.
Es el objeto del trabajo que sigue, en el que aplicaremos con algin avance
incorporado tal vez importante, la doctrina del Problema Principal de Diseno,

también desarrollada por nosotros con anterioridad’.

6 Ibidem. Es el objeto de la publicacién citada.

"M. CHUECA PAzos, A. B. ANQUELA JULIAN, S. BASELGA MORENO “Disenio de Redes
y Control de Deformaciones. Los problemas del Datum y Principal de Disefio”. Universidad
Politécnica de Valencia. Valencia, 2007. En las paginas que siguen reproducimos basicamente
nuestra teoria del PPD y entendemos que por primera vez, la aplicamos a una red real, con todas
sus consecuencias.
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Capitulo 2

CUESTIONES CONCEPTUALES

2.1. CASO MALLA RECTANGULAR

Con anterioridad! hemos desarrollado el estudio de los distintos recintos de error
asociados a los vértices de una red libre o ligada, ajustada por Gauss-Marcov,
a priori y a posteriori, individualizados por separado y en conjunto o conjuntos
simultaneos, estableciendo siempre sus expresiones algébricas e interpretaciones
geométricas correspondientes desde la consideracion de la red completa hasta su

particularizacion puntual en un solo vértice cualquiera.

Asi mismo se ha completado la doctrina estableciendo distintos criterios de
aproximacion al conocimiento, interpretacion estadistica y probabilistica y

cifrado consiguiente con cualquier poder de afirmacion predeterminado de los

LCfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, A. MARQUES MATEU, J.M. PAREDES ASENCIO, M.
VILLAR CANO “Progreso en la practica del ajuste gaussiano de una red local. Método de
Triangulateracion”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv
digital. Valencia, 2010.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, N. QUESADA OLMO, M. VILLAR CANO, J.M. PAREDES
AsENCIO, A. MARQUES MATEU, “Ajuste Gaussiano de redes por el método de Incrementos de
Coordenadas”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital.
Valencia, 2011.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, FR. GARCIA GARcIiA, M. VILLAR CANO “Recintos de error y
su interpretacion en el ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada
por incrementos de coordenadas. Teoria y Praxis”. Real Academia de Cultura Valenciana.
Revista Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia, 2012.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, FR. GARCIA GARCIA, M. VILLAR CANO “Cuestiones bésicas en
interpretacion de una red clésica libre ajustada por el método de incrementos de coordenadas”.
Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia, 2012.
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mencionados recintos, siempre referidos a la red en mallas cartesianas rectangulares
generadas a partir de hipercuéddricas n-dimensionales, y particularizaciones bi o

tridimensionales.

Se trata ahora de densificar dichas mallas hasta lograr el desideratum de acceder a
la misma informacion sobre cualquier punto del espacio definido y abarcado
por la red y su evoluciéon en el tiempo. La cuestion es fundamental por si
misma y su aplicacioén practica en cuestiones de control de deformaciones, decisiva,
va que la eleccion a priori de vértices de control, por fundamentada que sea, no
garantiza en absoluto que se produzcan en ellos las modificaciones de la realidad

fisica que se pretende controlar e interpretar.

En adelante nos referiremos a la cuestion enunciada y su desarrollo correspondiente
como Problema Principal de Diseno (PPD), que se considera conveniente
desarrollar en dos partes diferenciadas. La primera se ocuparé del establecimiento
conceptual de la doctrina, en buena parte novedosa, y la segunda de la praxis
de aplicacion, deduciendo y formulando la instrumentaciéon geométrica, algébrica
y estadistica necesaria. Completard el trabajo la tercera parte dedicada a la

resolucion completa y en detalle de una aplicacion practica.

De acuerdo con la teoria conocida?, la expresion general de probabilidad
normal multivariante de n variables, representativas de coordenadas de vértices

configurando una red local reducida a un punto en el espacio E", es

P =P(X) = e [ 0y ik e b P i) T o) (36)

con la notacién usual establecida. Y aun cuando en la practica no acostumbra
a tenerse en cuenta, con todo rigor debe aceptarse la expresion anterior como a

posteriori, por serlo la matriz oxx y su determinante | oxy |.

La funcién de probabilidad a priori, con la notacién usual, seria

P=P(X)= ﬁ | Lx ’;% o~ 5 (Xn1=Mn1)T- £ (Xn,1—Mn 1) (37)
) 2

2Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano...”. Opus cit. Pg. 23 y sig. expresiones (45), (74) y (75).
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siéndolo también la matriz de varianzas X x y su determinante | ¥ x |. Otra cuestion

es la dificultad de su establecimiento riguroso, generalmente poco asequible.

En el mismo orden de ideas, el vector M = FE (X) tiene el significado fisico de
vector de coordenadas mas probable. Por consiguiente, es licito establecerlo a
priori utilizando medias aritméticas cuando ello es posible y escribiendo M = ux,
més frecuentemente por medio del camino de mejor consistencia, con la notacion

M = X, o por cualquier otro procedimiento adecuado.

Asi mismo, entendemos razonable y asi lo haremos a continuacion, establecer
hipo6tesis alternativas a posteriori. Y serd asi mismo licito particularizar M = X =
E (X), vector de coordenadas ajustadas por Gauss Marcov como méas probable. Y
en este dltimo supuesto estara rigurosamente justificado utilizar la matriz oxx y

su determinante | oxy |.

P es méxima = P,,,., para X = M. Asi se tendra

_1
P=P(X)= .11. | Ex |ni (38)

1
P=P(X)=—1"|0whi (39)

Las expresiones (36) y (39) a posteriori son generalmente las de mas facil
particularizacion y mayor fiabilidad y utilidad en la practica. Por ello y para evitar
la doble exposicidon nos referiremos en adelante solo a ellas. En cualquier caso, el

algoritmo a priori es trivial conocido lo que sigue.

Se considera a continuacion la integral definida multiple de orden n, cuya funcion
subintegral es la de probabilidad normal multivariante (36) a posteriori extendida
a un recinto ® = ®(X) en el espacio E™, adecuado al trabajo en presencia y

previamente establecido.

Po=[[[ .. [ P(X)-dX, dX;-dXs..dX,  (40)

Y practicando el cambio de variable
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X-M==x (41)

X=M+zx (42)

se genera asi en cualquier caso y previa aplicacion del método Gauss Marcov, bien
conocido y que forma parte de la resoluciéon del problema, el paso del vector de
variables-coordenadas X ajustadas al de variables-correcciones x sobre los valores
méas probables, medibles sobre el n-edro cartesiano de referencia en unidades de

desviaciéon tipica o,.

Y se tendra en definitiva

Py = Py(X) = Po(M +z) = [[[ ... fD P (M + x) - da, - dzy - das...dx, =

=/ ...q)f P (z) - dxy - dxy - dzs...dx, (43)

probabilidad de que el vector X, desconocido de valores exactos de las variables X
se encuentre dentro de un recinto prefijado ® geométricamente conocido y situado
en el entorno de X, valores ajustados. Posteriormente, la particularizacion de (43)

a uno, varios, o todos los vértices de la red completa el trabajo.
Y siguiendo rutina, en (43) la funciéon subintegral se expresa segin

1.,..T 1

P=P(X)=— |04 |np e 2% oc® (44)

donde tomando neperianos
—2L-<P(X) (2 7)™ | 0 \nn)—x ol =C%  (45)

expresion del hiperelipsoide de error HFE asociado a una red determinista
con el poder de afirmacion correspondiente a una probabilidad P = P(x) ,

arbitrariamente prefijada. Se tiene

1
oxx —Um—ao S~

23



M.J. Jiménez Martinez

Oxx =0pma =225 (46)

R(oxx) = R(04) = R(S™) = R(S) = n = completo

Y segtin sabemos?, el hiperelipsoide de error HE permite acceder a recintos
¢ = &(X) = ®(x), de tipo hiperparalelepipedos circunscritos a HE, que facilitan la
aplicacion del Anélisis Multivariante a la interpretacion de resultados en el ajuste
de Redes Locales especialmente por medio de la integracion de (43) separando
las variables, y sus correspondientes particularizaciones por secciones planas a

cualquier grupo de vértices de la red en estudio.

A continuacion, para fijar conceptos, y mejor avanzar en la correcta comprension
de la doctrina que desarrollamos, merece la pena insistir sobre algin aspecto de

las hipersuperficies HE.

3 Ibidem. Pg. 20 y sig.

24



RACYV Digital - EI Problema Principal de Disefio. Densificacion a partir de la Solucion Inversa Generalizada Reciproca con
Zonas de Distinta Significacion

En la figura 2.1, representacion espacial idealizada del espacio E™, imaginemos
que X es el afijo del vector X,,; de los valores ajustados por Gauss-Marcov de
las coordenadas de la red en estudio referidas a un n-edro cartesiano rectangular

arbitrario no representado.

Trasladando dicho n-edro paralelamente a si mismo hasta que su origen O coincida
con el punto X, puede imaginarse como el haz de rectas concurrentes en X
representado, bien entendido que todas ellas seran también ortogonales entre si, y
nulo en consecuencia el producto escalar de cualquier pareja de vectores situados

respectivamente sobre dos cualesquiera de ellas.

Dicho n-edro trasladado seré el de referencia de las variables-correcciones z. Y el
lugar del afijo del vector x serd el hiperelipsoide HE de n ejes y ecuacion (45) con

centro en el origen O = X.

El hiperelipsoide HE en general serd no candnico y sus ejes no coincidiradn con
los de coordenadas. Ser& objetivo esencial del proyectista conseguir que no sea asi,
y para ello debera lograr una matriz de criterio a posteriori tan diagonal como
le sea posible 0., ~ diag 0, siendo i = 1,2, 3,...,n. Ademaés tratara de alcanzar
como condicion muy favorable para la correcta interpretacion de resultados que

las longitudes de los ejes de HE sean muy semejantes.

En el limite, una hiperesfera seria la figura perfecta. En la practica, un
hiperelipsoide HE casi-canonico y casi-hiperesférico, debe ser el resultado del buen

hacer del proyectista. Es lo que se ha pretendido representar en la figura 2.1.

Supuesto para fijar ideas que estamos tratando del caso planimétrico (la extension
a tres dimensiones no ofrece dificultad mayor), la cuestion siguiente es trasladar la
informacion geométrica contenida en la figura 2.1 y el algoritmo algébrico que la

sustenta al plano del levantamiento, de forma 1til y rigurosa.

Al fin y al cabo se trata de una generalizacion de tecnologia cartografica basica.
Si ésta trata de representar en un plano bidimensional espacios tridimensionales

expresando analitica y graficamente la correspondencia de sus dos geometrias,
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Xi

ai

aj X

Figura 2.2: Plano coordenado cualquiera del Hiperelipsoide de error

ahora se trata de lo mismo, generalizando el espacio tridimensional a un nimero

arbitrario n de dimensiones.

Existe sin embargo una diferencia importante. En la Ingenieria Cartografica clasica,
los dos espacios relacionados (tri y bidimensional), tienen realidad fisica. En el caso

general que estudiamos, la realidad fisica solo corresponde al espacio bidimensional.

Asi, en la figura 2.2, representativa del n-edro de referencia de las variables x en
figura 2.1, si se corta al hiperelipsoide HF, que hemos supuesto canénico, por un
plano coordenado cualquiera Oz;x; = Xx;x;, se obtendra una elipse canoénica de
semiejes a;, a;, pero el eje Ozt de la variable z; tiene existencia real, asi como el
eje Oxj de la variable xj. Ambos ejes definen un plano que coincide con el del
levantamiento. Llevando sobre éste el origen O al punto (X;, X;) conservando el
paralelismo con el sistema general OXY', se obtiene (figura 3.3) un sistema local

Ox;z;, y sobre él representada la elipse de error segin
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Oy
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Figura 2.3: Elipses can6nica y no canénica. En trazo grueso la no canonica

2 2 2 2
T3 5 T3 Ty
2 T = 2 2 1 (41)
a; bj fojetl Oj

por teoria conocida y donde hemos supuesto el coeficiente de homotecia C = 1

para simplificar.

Pero si la secciéon plana fuera no canodnica, la elipse seccién hubiera resultado de

la forma

ESEO'i'y2_20-xy'$'y+U§'x2:(Oiag_o’gy) (48)

en ambos casos la proyeccion ortogonal de la elipse sobre los ejes locales de
coordenadas por tangentes paralelas a aquellos da lugar a rectangulos circunscritos
cuyos semilados valen siempre las desviaciones tipicas ©,;, 0., esencialmente
variables segtin la situacion de rotacion del sistema de ejes, pero conocidas por
serlo o,,. Es obvio que resultados idénticos se obtienen girando los ejes O xizj en

el plano que los contiene, sin perder realidad fisica.
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X, Xy Xe, Xj) (Xns Xj) Xi, Xj
(Xf s Xk) g1 Xk) (Xh s Xk) (Xi s Xk)
(ng @ {ng X (thxl) (Xi! Xl)

(Xf » Xm) (Xg » Xm) (Xh! Xm) (Xi ’ Xm)

Figura 2.4: Red local de 4 vértices basicos iniciales y 12 correlativos

Si el punto (X;, X;) es un vértice de la red, (47) o (48) sera su elipse de error,
geométrica y analiticamente segtin es bien conocido. Pero si no pertenece a la red
correspondera a uno de los nudos de la malla rectangular de la figura 2.4, donde
se han representado cuatro vértices libres de una red local formando un trapecio

irregular.

En dicho supuesto, puede densificarse la red con 12 puntos maés, llamados
correlativos, segin es evidente en la figura. Y la informacion de cada uno de ellos
tendra la misma calidad que la de los cuatro vértices basicos iniciales, supuesto
correctamente realizado el imprescindible trabajo de replanteo en el terreno. La
densificacion lograda es claramente importante. Y ello considerando como venimos
haciendo solamente el caso planimétrico. La elemental extension a tres dimensiones

da lugar l6gicamente a una densificacion mucho mayor.
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Con menos inmediatez, pero también es asequible seglin veremos en lo que sigue,
acceder a andloga informaciéon con el mismo poder de afirmacion asociada a
cualquier punto arbitrario replanteable en el espacio abarcado por la red, formando
o no parte de ella, mediante rotaciones de ejes adecuados y sin perder la realidad
fisica. Un primer procedimiento (Figura 2.5) consistird en rotar los ejes locales
Axy y Bxy correspondientes a dos vértices A y B de una red local ajustados por

Gauss-Marcov un mismo angulo arbitrario 0 hasta Az'y’ y Bz'y'.

Demostraremos que la operaciéon conserva la realidad fisica, define dos nuevos
puntos en M, interseccion de los sentidos positivos de By y Az’ y N (no
representado), interseccion de los negativos de Bz’ y Ay, e interpreta sus datos
métricos y figuras de error con el mismo poder de afirmacion obtenido en A y B,

supuesto efectuado un replanteo correcto de M, N.

Se conserva la ortogonalidad de los ejes locales en M y N y puede extenderse la
densificacion obtenida variando el angulo arbitrario § a cualquier punto del arco

capaz de % - sobre AB. Es decir, la circunferencia de dicho didmetro.

Finalmente, y ello es esencial en la teoria y praxis que nos ocupa, se podra aplicar
Analisis Multivariante en todos los aspectos y particularizaciones estudiados y
resolver por variables separadas las integrales multiples formadas agregando a las
ya existentes las coordenadas de los vértices y las longitudes de los lados de los
rectangulos de error asociados a los puntos de densificacion. Para ello bastara con
volver a referir toda la red, incluyendo los nuevos puntos densificados, al sistema de
referencia inicial OXY'. Asi, sera preciso deshacer la rotacién practicada mediante
una nueva rotacion adicional de argumento —¢ a los sistemas locales en A , B y

M.

La cobertura del espacio ocupado por la red mediante las dos técnicas de
densificacion descritas es ampliamente suficiente en la gran mayoria de los casos,

como puede apreciarse en la representacion de la figura 2.6.
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Figura 2.5: Giro § de los ejes coordenados

No obstante, puede surgir ocasionalmente la necesidad de estudiar algiin punto o
grupo de puntos especifico no cubierto por la metodologia anterior. En este caso,
es inevitable acudir a rotaciones de distintos argumentos, lo que obliga a trabajar
en parte del proceso con coordenadas oblicuas, lo que es generalmente laborioso.
Asi, en figura 2.7, dos rotaciones de argumentos d y v en los sistemas locales de

referencia en A y B definen como en el caso anterior el punto de densificacion M.

En consecuencia, el sistema de referencia local M, 4,5 del vértice de densificacion

M resulta de ejes oblicuos formando un angulo

o=Lm—(6-7)  (19)

2

Ello obliga a trabajar, segiin se dijo, en ejes oblicuos, manteniéndose la ineludible

necesidad final de pasar de nuevo a los ejes ortogonales OXY del levantamiento
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Figura 2.7: Giro 0 y « de los ejes coordenados

31



M.J. Jiménez Martinez

junto con la totalidad restante de vértices y puntos de densificaciéon mediante la o
las oportunas rotaciones, segtiin se deducird y formulara mas adelante, y a efectos

de poder aplicar Analisis Multivariante.

El procedimiento es sencillo, aunque prolijo, y a poco grado de reiteracion que
requiera el trabajo es aconsejable proveerse del adecuado apoyo informatico

especifico en evitacion de errores y ahorro de atencién y tiempo.

Como en el caso anterior y con el mismo condicionado y poder de afirmacion,
puede extenderse la aplicacion a cualquier punto del arco capaz de angulo 6 sobre

AB.

De acuerdo con lo expuesto y sin necesidad de nuevos trabajos de campo, con
excepcion de los inevitables y generalmente sencillos replanteos de densificacion que
sean menester, es posible acceder con resultados totalmente homogéneos en rigor,
precision e interpretacion, a la determinacion de la geometria de cualquier punto y
cualquier zona de la superficie abarcada por la red local inicial. Es posible, y puede
considerarse como un avance destacable, modelizar con las condiciones técnicas de
calidad descritas, espacios practicamente “solidos”, con miles de puntos, utilizando

instrumentacion de barredores laser.

Es banal la ampliaciéon y generalizacion de la doctrina y praxis planimétrica
descrita a tres dimensiones agregando por separado la altimetria, no ofreciendo

dificultad sensible tampoco su aplicacion directamente tridimensional.

Y nada mas habria que agregar en lo concerniente al supuesto determinista
o de redes ligadas, de aplicaciéon formalmente exclusiva en la préctica actual
de la profesion , y que hemos venido considerando hasta ahora. Sin embargo,
adelantando ideas y desarrollos que figuran en las paginas que siguen, ello supone
aceptar en primer lugar error cero en todos los vértices de apoyo, que implica una
contradiccion basica en si mismo. Y si se considera posible la existencia de error
mensurable y apreciable, que pueda llegar a influir en los resultados finales de un

posible trabajo, presente o futuro en un previsible horizonte exigencia creciente,
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es inevitable modificar las hipotesis de partida y considerar a la red a lo menos
como dividida en dos zonas que llamaremos “de distinta significacion”, a saber: la
zona de los vértices de apoyo, que supondremos de error minimo, pero existente,

y la de los vértices libres, a determinar.

El problema se resuelve segiin se verd en las paginas que siguen, mediante
la aplicacion fraccionada del algoritmo de las redes libres, solucion inversa
generalizada reciproca, resolviendo cada zona con dos matrices especificas de

criterio distintas.

En cualquier caso y tratandose de una red libre se tendra

R (S) = (n — d) = incompleto (50)

d = defecto de rango
y escribiremos sucesivamente, segin sabemos

r=S5-AT.P. K

Qm:S—-AT-P-QK~(S—-AT-P)T:S—-AT-P-Q-P-A-S—:
S AT . P.A.§ =S .S.5  (51)

siendo ST matriz inversa generalizada reciproca arbitraria.

Y por consiguiente
OXX = Oga =— Ug ’ sz = 0(2) -S” (52)

existiendo infinitas soluciones. Entre ellas, la solucién con matriz seudoinversa
tnica S
_ _ 2 _ 2
OXX = Ogg =0 * me =0yp S+ (53)
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generalizacion de (11), pero siempre con defecto de rango = d
R(S)=R(S7)=R(ST)=R(04)=n—d  (54)
resultando nulo el determinante de la matriz varianza covarianza a posteriori o,
| 02e |= 0 (55)

Con lo que, en el caso de Red Libre, las expresiones (44), (45) y (46) no tienen
sentido. No es posible aplicar Anéalisis Multivariante en la misma forma que lo
hemos hecho en la Red Ligada. Es razonable porque, por definicion, el vector = de
variables-correcciones es indeterminado, sus componentes adoptan infinitos valores,
y no existe distribucion estocastica especifica alguna. No existe hiperelipsoide
ni hipercuadrica de error en el espacio £" andlogos a los estudiados en el caso

determinista, red ligada.

No obstante, aplicada que sea una solucion inversa generalizada a la red, lleva
implicita lo formulacion de una matriz varianza covarianza o, de la forma (52) ,
rango incompleto, como mas adecuada para la red en presencia. Pero, en cualquier
caso, ello equivale a determinar una descripcion de los errores esperados en las
variables z, estableciendo distribuciones normales para todas ellas y cifrando
covarianzas y desviaciones tipicas individualizadas.

Podran formularse las expresiones analogas a (45) y (46)

A T,
p p

Oy Ty =T

Sz, =k (56)

Q
o™

donde k es un coeficiente de homotecia adimensional, sin significacion probabilis-
tica alguna.

Nada que ver con el parametro C' de (45). Pero sea cual fuere la solucion adoptada

R-P-R
m—R (S)

para la red, la varianza a posteriori del observable de peso unidad o2 =
serd invariante por definicion de solucion Gauss Marcov. S, matriz de diseno, es

constante en todos sus elementos y la expresion (56) serd una forma cuadratica
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en K™ de tipo hiperelipsoide en que un nimero de ejes d = defecto de rango de
S tienen longitudes ilimitadas, infinitas. Es decir, un hipercilindro, recto tnico
con hiperelipsoide directriz de n — d dimensiones y d direcciones generatrices

ortogonales entre si, afectado de un coeficiente de homotecia arbitrario k.

Sus secciones planas no paralelas a las generatrices del cilindro adoptan
evidentemente la forma y expresion méas general (48) y pueden considerarse elipses
de error. Mas propiamente y describiendo determinada realidad fisica, en algtn
caso las llamaremos de sensibilidad. Y a fortiori (56) serd una figura de error de
la red completa segin rutina, representada por el afijo del vector X en E™, tinica

sea cual fuere la solucion adoptada.

Avanzando un trecho maés, veremos que la mejor solucion (51) adoptada para la
red puede resolverse mediante dos matrices, una inversa de Cayley aplicable a la
zona de vértices libres a determinar, con lo que estamos en el caso anterior, y otra
seudoinversa, aplicable a los vértices llamados de apoyo o fijos, que se entiende

como de error minimo.

Y asi estamos ya en condiciones de expresar el concepto de caso mas general
de resolucion, densificacion e interpretacion del ajuste Gauss Marcov de una red
local. Para fijar ideas, supongamos que se trata de la red planimétrica de cuatro
vértices que venimos estudiando en esta publicacién y otras anteriores. Sea su

representacion la figura 2.8.

Sean las dos zonas de distinta significacion A y B, siendo A la correspondiente a

los vértices a determinar V1 y V2 y B los puntos de apoyo V3 y V4.

La zona A, vértices V1 y V2 senalados con un circulo opaco de trazo fino
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Figura 2.8: Densificacion de la red planimétrica de cuatro vértices

se densifica con sus dos correlativos igualmente representados, con informacion
probabilistica, y, en su caso, con nuevos puntos definidos por arcos capaces, no

representados.

En la zona B, se determinan las elipses de sensibilidad, no probabilistas, de sus

vértices V3 y V4, senalados con un circulo transparente de trazo grueso,

Se densifica la informaciéon con dos puntos mas anilogamente marcados y sus
elipses de sensibilidad, utilizando segiin técnica conocida la abscisa de uno de los

dos puntos y la ordenada del otro y viceversa.

Y con el fin de seguir acumulando informacién sobre la red, nada impide acudir a

la solucién seudoinversa completa ST y obtener nuevas elipses, que llamaremos de
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transicion, referidas a puntos con abscisas procedentes de la zona A y ordenadas de
la zona B y viceversa. No probabilistica. Senialados en la figura con un rectangulo

opaco de trazo fino,

Podria aplicarse la técnica de arcos capaces, pero con la densificaciéon conseguida
a través de todo lo que antecede y siempre contando con el imprescindible buen
hacer del proyectista, creemos que la cuestiéon queda suficientemente enmarcada
y ordenada en su aspecto conceptual. Procede ahora ocuparse de la deducciéon
y establecimiento del algoritmo geométrico, algébrico y estadistico de aplicacion

practica y normativa de interpretacion.

Consideramos la hipercuadrica de error més general en el espacio E™, que para fijar
ideas entendemos asociada a una red ligada, sin que ello suponga restriccion alguna
a su utilidad practica, segin se ha justificado en toda la exposiciéon que antecede,
resultando asi un hiperelipsoide en general no canénico H E con centro en el origen
de coordenadas. Del mismo modo supondremos la red planimétrica, siendo trivial

su extension a tres dimensiones. Asf escribimos con la notaciéon usual?.

_ T N
HE =210, Tp1=2 0, x=C (57)

) 1o -2
donde C? = L - <P (X)-(2-m)2" | 04 |én>

referida al n-edro euclideo n-rectangular
) (Z‘l, Loy, X3y Ly Ljy oo Ty Llovry Tn—2y Tn—1, In)

Que se expresa también como

4Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT.,“Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada...”. Expresion (76). Opus Cit.
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_ T 1
HE—$n719_2'Sn

a priori, que acostumbra a aplicarse con s = 1 segin

HE =x) - Spn-ap1=2a" -5 -2=C"

y COmo
HE — 1 1 _ 1
= .’13”71 . —g . Sn,n . .ﬁEn’l =T -

a posteriori

S
)

=2 (58)
(59)
=2 (60)

obteniéndose sucesivamente las expresiones standard para C' =1

HES =), -0} api=a"-0.-x=1 (61)
HES =z 4 S, zp1=2"-5 . 2=1  (62)
HES =xl - Syn-ap1=a"-5-2=1 (63)
HES::ciyig-Sn,n xml—:cT-U% r=1  (64)

Y todos los hiperelipsoides no canénicos HE

(22),(23),(24),(25), y HES

(26),(27),(28),(29) respectivamente estaran inscritos segin se demostrd en el

trabajo anteriormente citado en hiperparalelepipedos rectos rectangulos simétricos

con respecto al origen de coordenadas, de aristas paralelas a los ejes de longitud

i€1,2,3.n
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donde [;, longitud de la arista genérica paralela al eje O,;, vy C' = k, coeficiente
de homotecia , siendo las desviaciones tipicas o,; esencialmente variables para
un mismo hiperelipsoide, dependiendo de la orientacion de los ejes del n-edro de

referencia escogido.

Del mismo modo, cada hiperelipsoide tendrd asociada una hiperpodaria HP y
HPS con la expresion y significado geométrico anteriormente estudiados®. Y solo
cuando las hipersuperficies descritas asuman expresiones canoénicas, los ejes de
hiperpodarias e hiperelipsoides coincidiran con los del n-edro de coordenadas y
sus longitudes constantes 2 - a; serdn iguales a las aristas [; y valdran el doble del
producto del coeficiente de homotecia k por las desviaciones tipicas o,;, en este caso
y s6lo en este caso también constantes, de las variables estocésticas componentes de
x, vector de correcciones de las coordenadas de los vértices de la red representadas

por las componentes del vector X. Se podré escribir

donde a; = semieje de orden de hiperelipsoide e hiperpodaria. Habra pues un solo
hiperparalelepipedo como el definido que generaré un solo conjunto de desviaciones
tipicas o0,;. En cualquier caso, la red se representara y estudiard como el afijo del

vector X en el espacio E".

Y particularizando cuanto antecede para n € 2,3 se obtendran los supuestos bi
y tridimensionales con realidad fisica y aplicacion usual®. Asi, en planimetria, la
elipse genérica de error de un vértice ( X;, X; ) se obtendra seccionando HE o en
su caso HES por el hiperplano coordenado bidimensional O x;x;, coincidente con
el del levantamiento porque ambos ejes Ox;, Ox;, estan sobre él. La extension a

tres dimensiones es trivial.

Y considerando una red planimétrica genérica, segtin antes se indico, refirdmonos

seguidamente a la figura 2.9, que es la figura 2.5 con alguna adicién ahora necesaria.

Ibidem. Pg. 6 y sig.
6Ibidem. Pg. 69 y sig.
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=Xg

H=Xa

Figura 2.9: Red planimétrica genérica
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Suponemos que en la red planimétrica de que se trata (x;, z;) y (xx, ;) representan
las variables correspondientes a las correcciones respectivas de las coordenadas de
dos vértices libres arbitrarios de ella, prefiriéndose la notacion adoptada a la més
restrictiva (i, i +1 =7 )y (k, k+1 =1) y sean estos los A ( X;, X; ) =(Xa,
Ya)y B (Xy, X; )=( X, Yp ) representados sobre el plano del levantamiento y

referidos a los ejes cartesianos rectangulares OXY .

Aceptamos asi mismo la asociacién de hiperplanos bidimensionales secciones de
los HE y HES y el del levantamiento, segtin el criterio establecido para obtener
las elipses de error de vértice. Se representan sobre el plano las elipses genéricas
de vértice asociadas a A y B, referidas a sus ejes especificos Axaya, Bxpys.
En principio, de acuerdo con la teoria expuesta y segin sea la expresion de HE,
HES, utilizada, se tratara de figuras de error a priori o a posteriori Se trata de
definir geométricamente y deducir la expresion del recinto de error de un punto
del espacio sobre el que se ha observado y medido la red, cuyo lugar geométrico es
el arco capaz de % - sobre AB. Es decir, la circunferencia de dicho diametro. Sea

dicho punto M (Xyy, Yur), de coordenadas supuestas conocidas a priori.

Sea

m=tg (0)=x=x,  (67)

conocida.

M resulta ser la interseccion de los ejes Axy = Mo, = 2’4 =2’y vy Byg =
My\, = v = vy, resultado de rotar los Azy vy Byg el argumento d, conocido
(67). Ello es evidente de la igualdad de diversos dngulos en la figura. Asi, el &ngulo
< xpBx’p con vértice en B tiene los lados paralelos al < x4 A2’y con vértice en
A. Ambos son iguales y valen §. Como consecuencia, la rotacién sinistrorsum de
argumento o de los sistemas cartesianos ortogonales A xaya, B xgyg alrededor de

sus origenes A, B, describe y resuelve la cuestion.
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La figura de error (elipse) de M (2, = 24, ¥}, = y}) resulta asi ser la definida en
dicho punto como nudo de la malla rectangular generada por (59) para fijar ideas
(igualmente se podria haber tomado (58), mas general), tras afectar al sistema

Axaya de la transformacion geométrica indicada, de expresion analitica

¥y =xp-c086+Ya-senod (68)

Yy =—Ta-5end +ya-coso (69)

y al Bxpyp de la analoga

¥y =xp-cosd+yp-send (70)

le:—xB'S€n6+yB'COS5 (71)

rotaciones ambas sinistrorsum de argumento 9.

Y se accede con todo rigor a la interpretaciéon geométrica y expresion algébrica
del recinto de error del punto M (2, v);), que no es vértice de la red ni ha sido
fisicamente levantado desde ella, practicando en primer lugar al hiperelipsoide HE
o en su caso al HES, la transformacion definida por las expresiones (68), (69),
(70), (71), representativa de dos giros sinistrorsum de argumento ¢, simultéaneos e
independientes, en los planos coordenados O z4y4 y O xgyp. Posteriormente y en
forma analoga a lo establecido para los vértices de la red, la figura (elipse) de error
deseada se obtendra seccionando al hiperelipsoide HE’ o en su caso al HES’ asi

transformado por el plano coordenado O 2/, v/'.

Los cuadros de doble entrada que representan las rotaciones directa e inversa

consideradas son los que siguen.
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oy Ya

24| cosd | send

Yal| -send | cosd

(72)
B YB

g | cosd | send

y'p | —send | cosd

Desarrollemos a continuacion la expresion (59) correspondiente a H E' a priori con

s? =1 seglin

T1

T2

T

e
(k1 @2 o Xy T e e B XL e e Tp—g Tyl Tp) - S =C
Tk

Ty

Tn—2

Tn-1

Tn

(73)

y es claro que se puede expresar la transformada HE’ de HE después de las
dos rotaciones descritas, siendo x,, un eje (o variable) cualquiera antes de la

transformacion y 7, el mismo después de la transformacion, escribiendo:

~

T = X

Ym#£i, j, k1

x;=1a';-cosd—a';-send
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r;=a';-send +a'; - cosé (74)

T, =2 - cosd —a';-send

x; = —a'y-send + 'y - cos o

Y teniendo en cuenta que la transformada deducida, aplicada a la figura 2.9 se

escribira

T =T

Ym#£i, j, k1

xa=1a"4-cosd—1y' 4 send

xAa=ay-send+y'a-cosé (75)

xg=2a'gp-cosd—1y'p-send

yp=a2'p-send +1y'p-cosd

particularizando 4, j, k, [ en las coordenadas (correcciones) planas de A, B

Y asi la transformada HE’ de HE en (73), utilizando las inversas (74) deducidas

de (72) sera la expresion (76).

Y aceptando la asociacion ejes (variables) en el espacio E™ y ejes (variables) en
el plano del levantamiento E£2, el recinto de error de M, considerado como punto
correlativo definido por la interseccion de los ejes z; = 274 v 27 = ¥z en la nueva
malla rectangular generada, se obtendra en forma de elipse segtin doctrina conocida

cortando por el hiperplano bidimensional
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2’y -cosd—x';-send 'y -send+ ' cosd

—~
o
I~
S~—
™
QO
Il
w o o
I <@
$8 83
S
\& S & 8 T
P uo"g 8
n @
g8 S5
8 8 8 8
2

x'i-cosd—a'j-send a';-send+a';-cosd

(2 )

45



M.J. Jiménez Martinez

es decir

0 0 .. 2/j-cosd a';-send ... —a'j-send a';-cosd ... 0 0)-

x'; - cos
;- send
.S - = (C? (78)
—2';-sen d

z'; - cos

y sobre el plano del levantamiento se tendra en definitiva la elipse de incertidumbre
a priori de M, obtenida a partir del hiperelipsoide HE' con el poder de afirmacion

que corresponda a C', del que después nos ocuparemos, y expresada segin

Sii  Sij  Sik  Sil z'; - cosd
Sii  Sii  Sik Sil z';-send
ij  Sji 5§ j i
(2/;-cosd a';-send —a'i-send z';-cosd)- ) _
Sik  Sjk  Skk Skl —z';-send
/
Sit S5 Skl Su 2’ - cosd
=C? (79)

siendo s,, = S, los elementos de orden rs y sr en la matriz simétrica de diseno S.

Y en forma simplificada se escribira:
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2 Tas - Sigr - s — C* =0 (80)
o bien, particularizando para M en la figura 2.9

Sii Sij  Sik  Sil

Sij  Sjj  Sjk Sjl

(2'pr-cosd a'pp-send  —y'a-send  y'ar-cosd)-
Sik  Sjk  Skk Skl
Sit Sjl Skl Su
z'pr - cos d
/
'y - sen
M 4 _
—y' v - sen d
Yy ar - cos d
(81)

elipse de error a priori referida a los ejes cartesianos ortogonales M 2y, v, con el

poder de afirmaciéon asociado a C. Standard para C' = 1, segtin se ha reiterado.

y en forma simplificada

x’TM5~SAB-x'M5—CQIO (82)

que resuelve la cuestion completamente. El calculo y dibujo de los elementos de la

elipse es ya inmediato.

La elipse a posteriori en virtud de la expresion (60) tendra las expresiones analogas

Sii  Sij  Sik Sil

L | s si sk s

(#'pr-cosd a'pyp-send  —y'y-send Yy - cosd) - =5
o

Sik  Sjk  Skk Skl

Sit Sj1 Skl Su
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'y cos o
'y - sen d
—y 0 - sen

Yy ar - cos

2T a5 %5 - Sap - 2y — C* =0 (84)

75

con C' = 1, expresiones standard.

En su momento entraremos en la discusion y aplicacion practica de las expresiones
que anteceden. No obstante, de antemano puede entenderse su importancia como
instrumentos de elevada utilidad en diseno, proyecto, prevision e interpretacion de
resultados en Redes Locales y Microgeodesia. Entre otras prestaciones, permiten
densificar la red en presencia con nuevos puntos a cuyas precisiones se tiene acceso
con el mismo rigor que en los vértices, sin adicién de trabajo de levantamiento de
campo alguno. Es importante sefialar que, por propia definicion, el estimador o2
no se conoce a priori. Sin embargo, se presupone la red correctamente observada
y cumplimentado ampliamente el F-Test. Asi, siempre podra establecerse como
correcta hipotesis de calculo la expresion s & 02 = 1 . En su defecto, s* & o2

méas general.
Una aplicacién importante es la correspondiente a 6 = 0.

Asi, las elipses de error a priori y a posteriori asociadas al punto N (zy = w4,

yny = yp ) seran en la figura 2.9, particularizando en (81) y (83)

Sii Sij Sik Sil TN
Sij Sjj Sjk Sjl 0
— (2
(zv 0 0 yn)- ' =C (85)
Sik  Sjk  Skk Skl 0
Sit Sji Skl Su Yn

elipse a priori
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Sii Sij Sik Sl TN
1 Sij Sjj Sjk Sjl O 9
(ex 0 0 yn)- % - =C?(86)
Sik  Sjk  Skk Skl 0
Sit Sj1 Skl Su YN

elipse a posteriori.

Pero operando en (85) y (86) facilmente se obtiene las expresiones mas

simplificadas

Sis Sil TN 9
(zn  yn)- : =C (87)
Sit Su YN
elipse a priori
Sii Sil TN
(.’L’N yN>'ULg' . IC2 (88)
Sit Su YN

elipse a posteriori

A los puntos como el N, nudos de la malla rectangular de la figura 2.9 generada por
el conjunto de los ejes cartesianos rectangulares con origenes en los vértices de la
red, ejes de abscisas y ordenadas respectivamente paralelos entre si, y coplanarios
sobre el plano del levantamiento, se les conoce como vértices o puntos correlativos.

Sus elipses de error seran “elipses correlativas™.

La densificacion de la red asi generada es importante. En efecto, y en el caso

planimétrico, se pasa de disponer de

% -n = N = nimero de vértices ajustados = niimero de “elipses de vértice”

segtin el método que ya podemos llamar clésico, a

2.N)! | 2.N-(2-N—1 N.(N—1
OS'N_Q'CJQVZW_Q'(NE)!Q!: G -2 ME = N

"Cfr. M. CHUECA, ET ALT, “Microgeodesia y Redes Locales: Complementos Docentes”, pg. 91
y sig., Valencia, Universidad Politécnica de Valencia, 2003.
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N? elipses de vértice y correlativas donde 2 - C% corresponden a parejas de ejes de
ordenadas o abscisas, paralelos, que generan “elipses impropias o de infinito” de

las que no nos ocuparemos aqui.
El ntmero de elipses correlativas sera
N? elipses total - N elipses de vértice = N - (N — 1) = elipses correlativas

En definitiva, se pasa de N elipses de vértice a N? elipses totales, con notable
densificacion de la red de puntos, de estacion o correlativos, cuyo recinto de error

es conocido.

La generalizacion a tres dimensiones es muy simple. En efecto, hemos visto que
el caso planimétrico se genera a partir de una malla rectangular plana de lados
paralelos a los ejes de coordenadas cuyos nudos son los vértices de la red y
correlativos, cifrados como antecede. Es claro que el caso tridimensional se genera
a partir de una malla paralelepipédica de aristas paralelas a los ejes de coordenadas

cuyos nudos son también los vértices de la red y correlativos.

Y si se verifica ahora que

1

5 - n =N =ntmero de vértices = ntimero de “elipses de vértice”

podemos dividir la malla tridimensional total en N secciones planas paralelas a

cada uno de los tres ejes pasando por un vértice de la red.
En dicha seccion se definira 1 vértice de la red y NV - (N — 1) vértices correlativos.

En las N secciones se definirAn N vértices de la red y N? - (N — 1) vértices

correlativos.

Y en definitiva se contara con los N elipsoides de vértice iniciales, mas N?- (N —1)
elipsoides correlativos, con lo que se alcanza una cifra de N3 elipsoides en total, con
notable densificacion de la red de puntos, de estacion o correlativos, cuyo recinto

de error es conocido.

En otro orden de ideas, y volviendo al caso planimétrico, sabemos que la elipse de

error de un vértice aislado (X;, X;) de una red local ajustada por Gauss-Marcov
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puede expresarse en funcion de sus variables, correcciones o parametros, sinénimos
usuales de la misma realidad fisica, (x;, x;) , cuya matriz varianza covarianza o,;,;
se supone conocida, en la forma

-1

O vixi O-M'Ij i

(zi y;)- : =C*  (89)

Orizj Oxjazj Y

o bien

al ol cay —C?=0 (90)

17 zizj
siendo su expresion desarrollada

2 .2 2, 2 2 (42 12 2y
O~ i = 2 Ogigj ~ Ti» L+ 04 - 25 — C2(03,005 — 04405) = 0 (91)

Y serd preciso estudiar y establecer la relacion entre las expresiones (87) y (88)

con las (89), (90) v (91), si es que existe.

En principio, es claro que se trata de dos formas distintas de expresar el recinto
de error de un punto perteneciente a una red. Formando parte de la red o
considerandolo aislado. En principio, su realidad fisica y por consiguiente, su

interpretaciéon, deben ser distintas.

Pero si se puede expresar la matriz varianza covarianza de toda la red o, en forma

de banda seglin

Oy Ozizz 0 0 0 0 0 0
Oplza 02 0 0 0 0 0 0
0 0 0 02 Owaa O 0 0

0 0 0 Ou3ma 02y 0 0 0

0-2?1 -
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pudiendo escribirse lo que sigue

0‘$$ -

Oz122 0 0
0 Oz3z4 0
0 0 0
0 0 0

y del mismo modo se tendra

-1
T

siendo

-1
Tix]

-1

Og1z2 O 0
-1

0 02324 0

0 0 0

0 0 0

—1
2
Uxi JIin
2
Ozixj Uzj

pudiendo despejarse S que adopta la expresion

2 -1
UO ’ U:z:le O
2 -1
0 00 " 02324
0 0
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
- =02 571 (93)
Ozizy 0 0 0
0 0 0 Oupmiyn
0 0 0 0
0 0 0 0
S =55  (94)
Opm; 00 0 ’
—1
0 0 0 O (n—1)m
03- —Ogizj
= - _.UQAI_UQWJ_ . J J (95)
xr ~x) —o'mx] O_zz
S =050, =
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0p-0pa; 0 0 0
0 0 0 0 o2- a;(ln_l).n
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v (87) v (88) podran expresarse en la forma

Sii Si x
x )| T = Suean =02 (97)
N Yn =Ty Vi TN =
Sit - Su YN
elipse a priori,
Sii - Sil IN
1 _ T 1 _ T -1 _ 2
(xn yN)'a_g' : =Ty 5z Su N = TN 04y, T =C (98)
Sit Su YN

elipse a posteriori que sera de la forma (91), clasica y bien conocida, es decir

0'51\7 ’ x?\f - 2O-xNyN "IN YN + O—S%N ’ y]2\7 - 02 ’ (O—S%NO-ZN - O-meN> = O (99)

que seréd standard para C' = 1, como siempre.

Lograr la matriz (92) no es inasequible. Se trata de una aplicacién del Problema
de Diseno de Orden Dos (PD2) que ya hemos tratado ampliamente. Siempre y
por supuesto, estamos hablando de una red de alta calidad. Pero en general es
méas aconsejable, y asi se viene practicando en aplicaciones anteriores, alcanzar, o

acercarse lo més posible a la matriz de criterio diagonal

Ore= 08-S = 03 - (AT - P A)™! = 02 - Qup = diag 0%, =

o2, 0 0
0 o2 .. 0
= (100)
0 0 0
0o 0 0 o2,
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ic1,2 3.n

caso particular de (92)® con covarianzas nulas que hemos tratado con detalle y
permite aplicar con rigor y sencillez el Anélisis Multivariante, fundamental en la
prediccién e interpretacion de resultados. De nuevo el objetivo es lograr que los
hiperelipsoides de error sean candnicos. En el limite, que sean hiperesferas. Y de
cualquier forma, es inutil pretender, a lo menos en el estado actual de la ciencia
y la tecnologia, formulas y métodos de aplicacion automatica que transformen en
pura rutina el Proyecto, Diseno, Ajuste e Interpretacion de Resultados de una
Red Local de Alta Precision. Sigue (y creemos que seguira) siendo una funcion de
Ingenieria Superior con mucho de arte y de toma de decisiones logicas y diferentes

en cada caso.

Teoria v Praxis siguen avanzando y ahora de acuerdo con lo expuesto, la simple
inspeccion de la figura 2.10, utilizada en anteriores publicaciones, si se refiriera
a un caso real, revela una configuracion de elipses de error heterogéneas, de alta
excentricidad y ejes muy separados respecto a los de la malla de coordenadas

locales, muy poco satisfactoria y que indefectiblemente ocasionara problemas.

Del mismo modo negativo podemos juzgar la figura 2.10, también procedente de
trabajos anteriores’. Es intuitivo que debe perseguirse una estructura a lo menos
con el aspecto de la figura 2.11, trazada a partir de la figura 2.9. Es claro que
supuesta corregida de escala, enormemente aumentada en las figuras de error

respecto a la del levantamiento.

8Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Pg 55, expresion (146) y sig. Opus cit.

9Cfr. M. CHUECA, ET ALT, “Microgeodesia y Redes Locales: Complementos Docentes”, Pg.
91. Opus Cit.
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(Xi, Xj) C

(Xi, Xn)

Re

(Xr, X)

/

R (Xg} Xn)
PAD S
5 -

(X4, XET

(X, Xv)

AR
I

(X'l} X]l)

Figura 2.10: Red principal y vértices correlativos
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X=X.=Xg

us
2

Figura 2.11: Red principal y vértice M perteneciente al arco capaz
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En ella las elipses son de muy escasa excentricidad y sus ejes aproximadamente
paralelos a los de la malla de referencia. Sus rectangulos circunscritos sugieren una
geometria pseudocanoénica y puede aventurarse que sus lados son de longitudes
muy aproximadas a las de los ejes de las elipses e iguales asi mismo a un miultiplo
arbitrario, segiin poder de afirmacion deseado, de las desviaciones tipicas de las
coordenadas de los vértices, de acuerdo con teoria conocida!®. Con todo ello es
posible aplicar con buen éxito el Analisis Multivariante, objetivo esencial de este
trabajo. En definitiva, y siempre volviendo a lo mismo, es inutil confiar en el
gabinete para subsanar errores de campo y solamente una observacion de alta
calidad permitiréd la obtencion y, sobre todo, la interpretacion de resultados con el

rigor y nivel de afirmacion deseables.

En las figuras 2.9 y 2.11 la malla de trama rectangular inicial se ve modificada
evidentemente por cada vértice correlativo que se adicione con submallas, también
rectangulares, pero formando angulos genéricos  con respecto a la basica. Es
claro que ello no contradice sino corrobora el modelo geométrico establecido
de correspondencia entre ejes de las hiperfiguras y ejes locales de los vértices.
Una pareja de ejes girados § en su hiperplano bidimensional coordenado en el
hiperelipsoide deben representarse en el plano del levantamiento como girados

también con respecto a la malla rectangular inicial basica.

Pero en figura 2.11 los rectangulos de error se han trazado paralelos a la malla
rectangular basica. Ello es necesario para los calculos ulteriores de interpretacion
y aplicaciéon de las integrales definidas miltiples del algoritmo de anélisis e
interpretacion bien conocido. En consecuencia, serd preciso referir todas y cada
una de las elipses correlativas establecidas a las orientaciones basicas mediante una
rotacion final de argumento genérico —9 . Con la notaciéon empleada su expresion

sera:

iy =a'y - cosd— 1y send (101)

0 Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS...”. Pg. 69 y sig. Opus cit.
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Yy =a'pr - send 4y 'y - cos o (102)

El cuadro de doble entrada que representa las rotaciones directa e inversa

consideradas es el que sigue.

/ /
T M Ynmr

2y | cosd | —send (103)

Y’y | send | cosé

Y bastara con sustituir en (81) y (82)

hyy =a"y - cosd 4y "y send (104)

Yy = —a"p - send +y' - cos o (105)

obteniéndose las expresiones finales de las elipses correlativas de error a priori y a

posteriori mediante las formulas

[(x"nr-cosd+y"pr-send)-cosd  (x"p-cosd+y' - send) - sen d
(@ -send —y'pr-cosd)-send  (—a"pr - send +y" - cos ) - cos d)

Sii  Sij Sk Sil (2" pr - cosd 4y - send) - cos §

Sij  Sjj Sjk S | (" pr - cos 6 +y' - sen d) - sen o o2 (106)
Sik  Sjk  Skk Skl (2" a1 - send —y"pr - cos ) - sen § -

Si Sjl Skl Su (=2 pr-send+y'p - cosd) - cos d

elipse correlativa a priori del punto M referida a los ejes O z”y”, que son paralelos

y forman parte de la malla rectangular inicial O xy. Puede (y debe) perfectamente

suprimirse el superindice y escribir
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[(xar-cosd+yp-send)-cosd (xpr-cosd+yn - send) - send

(xpr-send —ynr-cosd)-send  (—xzpr- send + yar - cos d) - cos d)|:

Sii Sij Sk Sil (zpr - cosd+yp - send) - cosd
Sii  Sii  Sik  Sil (xpr-cosd 4y - send) - sen d
i Sii Sik Sit | = (2 (107)
Sik  Sjk Skk Skl (xpr-send —yps - cosd) - sen d
Sii Sj1 Sk su (—xpr-send +ypr - cosd) - cosd

y del mismo modo se escribira

(" pr-cosd+y"nr-send)-cosd  (x"n-cosd+y p-send) - send
(@"nr-send —y'ar-cosd)-send  (—a"pr - send +y"ar - cos ) - cos d)-

Sii  Sij  Sik  Sil (2" a1 - cosd 4y - send) - cos §
1 Sij  Sjj  Sjk  Sji (" - cosd 4y p - send) - sen 9
0 Sik  Sjk Skk Sk (" pr - sen Yy’ ar - cos ) - sen
Sii Sjl Skl Su (—2"pr-send + 4"y - cos d) - cos d
[(xar-cosd+yp-send)-cosd (xpr-cosd+yn - send) - send
(xpr--send —ypr-cosd)-send  (—xp-send +yyr - cosd) - cos bl
Sii Sij Sk Sil (zpr - cosd+yp - send) - cosd
1 Sij  Sjj Sjk  Sjl (xpr-cosd+ypr - send) - sen d 9
L . =C (109)
7% Sik  Sjk Skk Skl (xpr-send —yps - cosd) - sen
Sii SjI Sk su (—xar-send +ypr - cosd) - cosd

expresiones de la elipse correlativa a posteriori del punto M. Con la misma
connotacion anterior respecto a los ejes. Y es trivial que, por tratarse de las

mismas elipses giradas en su plano, tanto (81), (106) y (107) como (83), (108)
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y (109), tres a tres, tienen los mismos ejes. Debe tenerse en cuenta al aplicar

Analisis Multivariante para evitar calculos innecesarios.

En cualquier caso y para C' = 1, elipses standard. Y es inmediato comprobar que

para § = 0 se obtienen las expresiones (87),(88),(97),(98), como debia suceder.

Es conveniente subrayar que, como puede inferirse de la figura 2.6, atin cuando se
trate de una red de pocos vértices, es normalmente suficiente la densificacion de
puntos correlativos que permite el método de los arcos capaces de %'7( expuesto para
obtener la informacién necesaria en trabajos usuales, incluso de alta precision, con
la no pequena ventaja de utilizar siempre coordenadas cartesianas rectangulares y
poder replantear en su caso cualquier punto desde los extremos fijos de una base

arbitraria AB (fig. 2.9).

Se trata de una préctica asequible con alta precision de visuales ortogonales y
paralelas a los ejes AN y BN, de azimutes 7 y 2 - 7 (determinacion de puntos
correlativos propiamente dichos como el N) o bien del caso méas amplio de visuales
de azimutes ortogonales % -m+dy 2-m+6. (Extension de puntos correlativos como

el M). En la figura 2.9.

Azimut de AN =05 = 5

Azimut de BN =gy =27

Azimut de AM =04y =5 —0

Azimut de BM =60y =2-m—9 (110)

El caso més general, con utilizacion de ejes oblicuos, que permite acceder a
cualquier punto del espacio concernido por la red, es mucho mas prolijo en calculo,
observacion y replanteo en su caso. Por tanto debe reservarse para situaciones en
las que realmente no sea bastante con la primera alternativa, siendo en la prdctica

fundamental disponer de un software de suficiente calidad que resuelva el problema,

60



RACYV Digital - EI Problema Principal de Disefio. Densificacion a partir de la Solucion Inversa Generalizada Reciproca con
Zonas de Distinta Significacion

con transformacion automdtica de coordenadas cualquiera que sea el supuesto. Mas

adelante facilitaremos y aclararemos la cuestion.

La interpretacion y valoracion estadistica y probabilistica de los resultados
obtenidos requiere, segiin ya se adelant6, una red que pueda calificarse como de
alta calidad. No insistiremos més sobre ello, pero establecido sea que una matriz
de varianzas de criterio banda lo méas aproximada posible a la diagonal (100)
es definitivamente deseable y, en todo caso, unos autovalores p; de la matriz S

comprendidos entre valores extremos muy cercanos.

En dicho supuesto!!, seran tanto méas fiables los resultados cuanto mejor se cumpla

que los semiejes del hiperelipsoide HE (60) a posteriori
ay Vit

al a | =00 t=00- it | = O (111)

an Mo,

se aproximan a los valores de las correspondientes desviaciones tipicas o,; de las
correcciones x; sobre los ejes de la misma denominaciéon O x;, y en consecuencia,

pueda aceptarse la expresion candnica

s

a’

N

HESC = zﬂx] —1 (112)

que expresamos en su forma standard, siendo la consideracién a priori y
la aplicacion del coeficiente de homotecia k£ adecuado, que entenderemos
implicitamente formuladas con caracter sistematico de ahora en adelante, si no

se considera necesario hacerlo expresamente.

Asi, dando por supuesta la calidad de la red, consecuencia de un trabajo cuidadoso

y de alto nivel técnico en cualquier aspecto que se considere, y habiendo utilizado

"En lo que sigue damos por conocidos los tres articulos hasta ahora publicados, en especial,
el tercero.
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debidamente los recursos técnicos referentes a pesos, covarianzas, ajustes por
incrementes de coordenadas con o sin subredes, algoritmos del problema de disefio

de orden dos PD2, etc...en definitiva se podra establecer la integral

Py = [[f .. @fP(X)-dxl - dXy - dXs...dX, =

=[I[ ... [ P(X) - dx - dxy - dzs...dx, (113)

tanto méas aproximadamente cuanto mejor sea la calidad del trabajo y segiin

Pcp = P(Il?)cp =
_1sn(=i)?
=[] ——=| 0w \;% ‘e 2;(0“) ~dx - dx... - dx, (114)

Integral de variables separadas, con n variables y n filas en o, .

La expresion anterior puede adoptar la forma mas general

Pay = J[] . | POO) -0, dXs - XX, =
s q

=[] ... [ P(X)-dzy-dzxs-dus...dz, (115)

Poy = P<x)<l>q =
1 2 g 2
o f o (e ) e dn,  (16)
'”qq>(2-7-r)%'n xxr | q q

importante y versatil expresion de aplicacion a zonas especificas de la red. Donde
1 < ¢ < n,yeldeterminante | o, |, es el de la matriz cuadrada menor de orden g,
042q formada escogiendo los elementos de cruce de las ¢ filas y ¢ columnas elegidas
en la matriz varianza covarianza cuadrada de orden n inicial o,, correspondiente

a la red completa.
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Pudiendo aplicarse desde una sola coordenada z; (n = 1), un solo punto
planimétrico, (x;, z;) , con (n = 2), o tridimensional (z;, ;, % ) , con (n = 3),
hasta a toda la red pasando por una parte arbitraria de ella con (n = ¢), establecido

que sea en cada caso el orden de variables adecuado.

El recinto de integracion que también es de incertidumbre serd en su caso més
general el hiperparalelepipedo recto rectangulo candnico respecto al ¢ — edro
de coordenadas y circunscrito al hiperelipsoide HES, de lados dobles de las
desviaciones tipicas definidas por las componentes del vector o,,, expresadas
seglin 0., = 0p - /Li_ql, siendo i€ (1, 2,...q), semiejes de las figuras de error

insistentemente mencionadas y f;, autovalor genérico de una cierta matriz .S, tal

que
Oaag = 04 - Sy " (117)
cuya expresion es

Oy = Rozy= || Taig 1< 00ig = 00 ([0 (118)

ie(1,2,3,..q)

cuya significacion en planimetria es que todos y cada uno de los puntos exactos
definidos por las ¢ coordenadas que son variables de la integral (115) se encuentren
dentro de rectangulos de lados paralelos a los ejes de coordenadas particulares
de cada punto, centro de simetria en el origen, y lados iguales al doble de las
desviaciones tipicas correspondientes a las coordenadas del punto. Son también los
rectangulos circunscritos a las elipses standard de incertidumbre de cada punto y
a sus podarias, ambas en posicién candnica. La generalizacion a tres dimensiones

es, como de costumbre, trivial.
Y si se tiene en cuenta toda la red, la expresion de (118) sera
¢ = RO‘SC: | L |§ Ogzi = 0¢ - ,ul_1:| (119)
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ie(1, 2, 3,..n)

Todo ello no es sino la teoria bien conocida. Pero la densificacion de la red obliga a
aplicar la doctrina anterior a nuevos puntos adicionales de la red, en consecuencia,

es preciso considerar el supuesto de

g=n+p>n (120)

en todo el desarrollo anterior.

Pero cualquier punto de densificacién que se considere segin la metodologia y
doctrina expuesta tiene la cualidad de virtual con respecto a todo el trabajo de

levantamiento y ajuste efectivamente realizado.

Por consiguiente, entendemos es imposible que genere término cofactor
con ninguna coordenada del levantamiento y/o influya en su desviacion
tipica ni en figura de error alguna, sus variables (coordenadas) serdn
independientes, sus desviaciones tipicas segun hemos visto, conocidas e
independientes, y podrdn ser de aplicacion las expresiones (114) y (116)
adictondndolas simplemente al cdlculo como nuevas variables separadas
y manteniendo la condicion de canonicidad de cuantos recintos de

integracion e incertidumbre, generales o parciales, se consideren.

Asi pues, la adicion de un ntimero arbitrario “p” de coordenadas procedentes de
una densificacion cualquiera virtual practicada segin se ha expuesto, conduce a

las mismas expresiones (116) y (118).

Y en definitiva, y aceptadas que sean, seglin reiteramos una vez mas, todas las
condiciones previas de calidad establecidas, podréan generalizarse las expresiones

de error deducidas en su momento.

Asi, y como ejemplo, para la totalidad de la red densificada hasta n+p coordenadas

es licito escribir hasta n + p coordenadas (114) como

Pq) :P(l’)@

n+p nt+p
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N

_ .ﬂip( zj
T

2
_1 -

n+p,®+p

Integral de variables separadas, con n + p variables y n+ p filas y columnas en o,

extendida al recinto

(I)ner = Ror(n+p):’ Loi ’S Ogi = 00 M;l = (122)

ie(1,2,3,..n+p)

y la probabilidad de que todos y cada uno de los vértices de la red densificada se
encuentren simultaneamente en sus respectivos recintos rectangulares de error asi

definidos sera

. 9 1|73 n+p - K|"HP
Prrc,., = PrEox(n+p) =| diag ogp ‘n-‘,—p 2 ) IIIUM' ) [(N(Ov 1))0 ] =

_1 ntp n+p
2 n K
:’ 0-5251' ’n-‘rp -2 P 1;[ Ogi * [(N(Ov 1))0 ]

n—+p

—gl.g71.571 .ol . . . . .Ontp | K —
=04y Oy Oy O, Oy~ Oy " Oggees* Oy 2 {(N(O,l))o =

n-+p
— omtp. [(N(o, 1))5] (123)
y en definitiva
n+ K nEp
P‘I’Km-p = PRKUx(ner) =2"TP . [(N(O, 1))0 :| (124)
aplicable directamente con el coeficiente de homotecia K que sea requerido por el

condicionado del trabajo.

Notese que las expresiones (86), (87), (88) y (89) tienen, como siempre, un poder
de afirmaciéon tanto mayor cuanto mejor sea el trabajo de campo realizado. Y en
especial, si se ha conseguido, directamente o aplicando los recursos que hemos

estudiado con anterioridad, en especial los concernientes al problema de diseno de
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orden dos PD2, que la matriz varianza covarianza de las variables a posteriori se

aproxime lo més posible a una matriz diagonal de expresion (100).

En el limite, es elemental que si se verifica

Ope = diag 02, = diag a?  (125)

ie(1,2,3,..n)

el hiperelipsoide standard sera canonico, de “n” ejes, y la expresion (61) se escribira

también como (112)

n

M

HESC =% =1  (126)
1 1
ie(1,2,3,..n)

y practicada la densificaciéon de la red, para un cierto grupo de puntos virtuales
arbitrario definido por “p” coordenadas adicionales, y siendo asi que no puede

aparecer covarianza alguna, cualquiera que sean los valores de las varianzas o

semiejes obtenidos

Opi = Q; (127)

ie(n+1,n+2,n+3,..n+p)

se generard la matriz

Ope = diag 02, = diag a?  (128)

1€l,2,3,..n+p

y siempre existira el hiperelipsoide standard, canonico y de “n + p” ejes

n

HESC =%% =1 (129)

a“
1

|%3
=N N
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1€l,2,3,..n+p

que resuelve la cuestion en toda su generalidad.

Si se trata de un grupo de puntos concernidos en su conjunto por “q” coordenadas,

la probabilidad simultanea correspondiente sera
K q
Poic, = Priaag = 20+ [(NO,1)F]" (130)

Con q = n, coordenadas de la red inicial no densificada, la probabilidad simultanea

correspondiente se acostumbra a escribir
Pox = Pricos = 2" [(N(o, 1)){5} (131)
y para cada vértice por separado podemos escribir en planimetria
2 K]?
P<I>K2 - PRKU&C? = 2% [(N(O7 1))0 ] (132)
ampliable a tres dimensiones segin
3 K|?
P<I>K3 = PRKO’J?g =2 [(N(()? 1))0 ] (133)

En definitiva, determinados que sean los recintos rectangulares de error de la
totalidad de los vértices de la red densificada incluyendo correlativos, se calcularan
las probabilidades de inclusion de los vértices exactos, desconocidos, en los recintos
descritos, cualquiera que sea la agrupacion o desglose que se requiera, con sencillez

y a través de las expresiones que anteceden.

Es resaltable que para K =4

N(0,1)% ~ 0, 5000

Pas, = Pragag = 2+ [(N(0,1))g]" = (20,5000)' =1 (134)

practicamente la certeza, independientemente del nimero de vértices concernidos.
Asi, las técnicas de densificacion permiten manejar e interpretar con rigor conjuntos
de vértices de magnitud prohibitiva para cualquier otro procedimiento, con
importante aplicacion en barridos de laser, zonas de distinta significacion vy,

evolucion de redes en el tiempo y control de deformaciones.
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2.2. CASO GENERAL CON UTILIZACION DE EJES

OBLICUOS

Conviene reiterar que es en general suficiente la densificaciéon propiciada por los
puntos que hemos llamado correlativos obtenidos por el método de los arcos capaces
de % - para lograr la informacién necesaria en trabajos usuales, incluso de alta
exigencia, con la no pequena ventaja de utilizar siempre coordenadas cartesianas
rectangulares. El caso general, con utilizacion de ejes oblicuos, debe reservarse para
situaciones en las que realmente no sea posible la primera alternativa, generalmente
por tratarse de puntos muy especificos que dejan al proyectista con escaso o
nulo margen de eleccion, por ejemplo, el seguimiento de una grieta aparecida en
un paramento u obra de fibrica que se desea controlar. Es ahora momento de

estudiarlo.

El caso general, con utilizacién de ejes oblicuos corresponde a la determinacion
del recinto de error de un punto arbitrario M del espacio concernido por la red
(cuyo lugar geométrico, no representado, siempre serd el arco capaz sobre AB
de un angulo AM B cualquiera). En la figura 2.12 se representa con todo rigor a
través de una rotacion de argumento 0 del sistema Ax4y4 y otra de argumento
v del sistema B xzgyg. Por consiguiente, M queda determinado por dos rotaciones
arbitrarias de argumentos 6 y v que cubren cualquier supuesto en todo el plano

del levantamiento.

La repeticion del método da lugar en principio a la inevitable superposicion
de subtramas de paralelogramos a la malla de trama rectangular inicial. Luego
veremos como puede abordarse dicha cuestion. Sin embargo y en principio resulta
preceptivo tener en cuenta que si en el caso primeramente estudiado de malla y
trama rectangulares era muy aconsejable, en el presente es imprescindible contar
con un trabajo de campo de alta calidad, que genere matrices varianza covarianza
a posteriori de las variables diagonales o cuasi-diagonales y figuras de error

elipsoidicas candnicas y de pequena excentricidad, con optimo en circunferencias.
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Ya=Ys

Figura 2.12: Determinaciéon del punto M por ejes oblicuos

Asi se representa en la fig. 2.12, obviamente con escala especifica muy aumentada.

Es claro que, igual que ¢ , v también es conocido para A, B, M, dados segin la

expresion analoga a (67)

mp =tg (v +5)=giE =~y (135)

y todo se reduce a expresar la transformada de HE o HES a partir de (73) y
aplicando dos rotaciones sinistrorsum 9§, v que se escriben sucesivamente como en

(68), (69), (70), (71), (72)
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Ty =xp-c080+Ys-send (136)

Yy =—xa-5end +ya-coso (137)

'y =Tp-cosy+yp-seny (138)

Yp = —xp-seny+yp-cosy (139)

TA Yya

24| cosd | send

yal| -send | cosd

(140)
B YB

' | cosvy | sen~y

y'p | —sen~y | cosy

Y siguiendo el razonamiento conocido, las rotaciones inversas seran como en (74)

y (75)

~

T =T

Ym#£i, g, k1

x;=1a';-cosd—a';-send

r;=2a';-send +a'; - cos o (141)

T =2y - cosy —a'; - seny

x; =22y - seny+ 'y - cosy

Y la transformada deducida, aplicada a la figura 2.12 se escribira
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Ym#1, j, k, [

Ta =224 cosd—1y' 4 send

Yya =1y -send +y'a-cosd (142)

xp=a'gp-cosy—y'p-sen~y

yp=2'p-seny+y'p-cosy

particularizando 4, j, k, [ en las variables (correcciones) planas de A, B.

Sucesivamente se tendra

[y x4 ... 2/i-cosd—a'j-send i -send+a'j-cosd
'y -cosy—ay-seny x'y-seny+a'y-cosy ... oz, ]
/
1
/
T2

x'i-cosd—a'j-send
z'i-send+1a'j - cosd
S - = (? (143)
x'y - cosy—x'; - seny
'y - seny + ') - cosy
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Hipercuadrica HE, HES para C = 1, referida a los nuevos ejes, y la seccién por
el hiperplano
=0
Vm #£1i, 1 (144)
resulta
0 0 .. 2/5-cos6 a;-seny .. —aj-sen~y /y-cosy .. 0 0)-

0
0

z'; - cosd
;- send
.S =C? (145)
—a'; - sen v
x'; - cosy
0
0

y sobre el plano del levantamiento se tendra en definitiva la elipse de incertidumbre

de M maés general, obtenida a partir de la hipercuadrica HES

(2';-cosd a'i-send —a';-senvy a'p-cosy)-
e e s 2 5
Sii  Sij  Sik Sil x'; - cos
e .. A /. S
Sij  Sjj  Sjk Sl ;- sen
/
Sik  Sjk  Skk Ski —x - senvy
/
Si S Skl Su x'y - cosy
= (? (146)

Siendo s,5 = sy los elementos de orden rs y sr en la matriz simétrica de disenio S.

Y en forma simplificada se escribira:
x,Til&y - Sijul - Igwq -C*=0 (147)

o bien, particularizando para M en la figura 2.12
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Sii Sij  Sik  Sil

Sij  Sjj  Sjk  Sjl

(@'pr-cosd a'pr-send  —y'ap-seny Y- cosy) -
Sik  Sjk  Skk Skl
Sy S Sk Su
'y cos S
/
z'pr - sen o
—C2 (148)
—y 0 - seny
Y\ - cosy

: : . . : ;o
elipse referida a los ejes cartesianos oblicuos M 'y},

y en forma simplificada
QS/TMM-SAB'QS/MM—C2 =0 (149)

que resuelve la cuestion completamente.

El dibujo y determinacion de los elementos de la elipse deben tener en cuenta los
nuevos ejes oblicuos de referencia, formando un angulo de 6 = % = (0 — ),
segiin se deduce de la figura 2.12. El punto M serd un punto correlativo

generalizado y el caso estudiado anteriormente, de ejes rectangulares, corresponde

a la particularizacién 6 = v, c.d.s.

En el caso mds general de aplicacion reiterada de la doctrina expuesta, la
malla compleja resultante estard formada por una malla inicial bdsica de trama
rectangular y tantas submallas de tramas paralelogramicas y orientaciones distintas
como nuevos puntos correlativos generalizados se hayan determinado, es decir
como pares de rotaciones 0, vy, planas, hayan sido aplicadas a la hipercuddrica

HE recinto general de incertidumbre de la red.

Se hace preciso avanzar en la doctrina y esforzarse en dotarla de la suficiente

practicidad.
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Veremos a su debido tiempo que es posible sintetizar la praxis en una aplicacion
del Analisis Multivariante sobre un mismo sistema de ejes rectangulares y a este

efecto desarrollamos el algoritmo que sigue.

Se trata de definir rigurosa y completamente el recinto de error. Asi pues,
escribiremos la expresion conocida de la ecuacion de la elipse de incertidumbre
Eyc de un punto cualquiera M, segin la figura 2.13, con centro en el origen
de coordenadas, ejes cualesquiera formando un angulo 6, y procedente de un

hiperelipsoide HE' de parametro C', en la forma

apir a2 Qs z
Eecsz'A%:(a: Y 1)' a2 G a2 || Yy | =
a1z @23 ass 1
a; aip 0 x
= ( r y 1 ) : aig Qog 0O : Y =
0 0 ass 1

:an-xQ—i—Z-alQ-xy+a22-y2+a33:0 (150)

y sea la ecuacion candnica de la misma elipse

ah, 0 0 x
EéwC:xT-A-I:(gj Y 1)‘ 0 ay O i =
0 0 aly 1

=aljy - x®+ay - y* +ah; =0 (151)

Sean Eyc y E1, . las ecuaciones, de la misma conica expresada en dos sistemas de
2
referencia distintos. La expresion matricial de la conica Fyc va a tener en comun

con la expresion matricial 1 los llamados invariantes métricos.
2

La igualdad de invariantes entre ambas conicas se sigue como
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r 3

Figura 2.13: Elipse de incertidumbre de un punto cualquiera M

/ ro_ I _ anidazxn _ i
a1+ ahy = 55 = 22 = conocido (152)
air a2
, , A A12  A22 )
a'1y - Gy = 285 = ;" = conocido (153)

a;; a2 0O

a2 azp O

/ ! A _ ;
11 - G " U33 = 5 = sen?0 = conocido (154)

luego a’y1 y ab, son las raices de la ecuacion de segundo grado conocida:

PP — g+ 238=0  (155)

sen26

que expresamos sucesivamente como

p*osen®d —T-p+ A3 =0 (156)

p2 . sen29 — (&11 + a22) -p+ (an * A9 — &%2) =0 (157)

ay — p ayp — p - cosf

=0  (158)

ajp — p - cost Qg2 — P
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de raices p; y po, cuya expresion es

p= m . [(au + ag) £ /(a1 + axn)? — 4 - sen20 - (ay; - agy — a3y) (159)
cumpliéndose que

p1 = da} (160)

P2 = a (161)

es trivial como comprobacion inmediata considerar que particularizando en (124)
para ejes rectangulares con 6 = % -1y ajp = 0, que equivale a partir de ecuacion

candnica en (150), resulta c.d.s.

pPP=g [(all + ag) £ /(ann — CL22)2} =
- % (a1 + az) £ (a1 — az)] (162)
pr=ay =ay =0 (163)

P2 = abh = as = a? (164)

con a, b, semiejes de la elipse, siendo indiferente en cualquier caso para el resultado

final asignar a}, a), a cualquiera de las dos raices.

La ecuacién canoénica de la elipse sera pues
p1~$2+p2-y2+%%20 (165)
o bien
%-pl-:f%—%-pz-yz—l—l:@ (166)

con lo que se deducen los semiejes de la elipse en su caso més general , que seran
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A
a=\/—gan (167)

_ A
b=/~ Ass-p2 (168)

y atn puede simplificarse el proceso, teniendo en cuenta que, en (153) y (154)

A =ags - Ass = ass - (an c Qo2 — @%2) (169)

A33 = (CLH a9y — a%z) (170)
y particularizando en (166), (167), (168) se obtiene

LLgp2 22 21 ] = (171)

ass a33

b= \/; (173)

ecuacion generatriz y semiejes de la elipse

Es preceptivo terminar el proceso accediendo a la representacion rigurosa de la

elipse con respecto a los ejes oblicuos iniciales.

A dicho efecto consideremos en la figura 2.13 una pareja de semididmetros en la
elipse de igual dimension que designamos con r = 1’ . Ambos serdn simétricos

respecto a los semiejes a y b.

Escribamos la expresion de la elipse (150) Eye y la aplicacion del teorema del

coseno a un semididmetro cualquiera. Se tendra:
Egozall-x2+2-a12-$-y+agg-y2+a33:0 (174)
2 +2-x-y-cosh+y*—r*=0 (175)
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(175) generaliza para cualquier cuadrante la expresion del teorema del coseno, al

tener en cuenta los signos de z, y.

Resolviendo el sistema (174), (175) se obtendran las coordenadas de los cuatro
puntos extremos de los didmetros r y v’ = r considerados. Es claro que la ecuacion

resolvente en x 6 en y serd de cuarto grado.

Un procedimiento adecuado para resolver el sistema estriba en la aplicacion
del algoritmo y eliminante de Sylvester, estudiado en Algebra Superior. Asi, si

representamos (175) en la forma anéaloga a la (174)
bn'I2+2'b12'l"y+b22'y2+b33:0 (176)

la ecuacion de cuarto grado en y, eliminante de x, que resuelve el sistema propuesto

se demuestra que es de la forma

a11 2-a12-y g - Y+ ass 0
0 a 2-a12-y A -y’ +ass
' ' —0 (177
by 2-bia-y  ba-y®+bss 0
0 b1 2-b12-y bao - y* + bss
y particularizando para el caso estudiado se tendra
apn 2-a12°y ag - y* + ass 0
0 ai 2-a12-y gy’ + ass
—0  (178)
1 2-y-cosf y? —r? 0
0 1 2-y-cosb y? —r?

la ecuacion es conocida en todos sus términos y sus raices son las ordenadas de
los cuatro extremos de los semidiametros considerados. Conocidas que sean, la

obtencion de las correspondientes abscisas es ya trivial.

El caso general de ecuacién de cuarto grado no tiene solucion en formulacion
algébrica exacta y es preciso acudir a métodos aproximados (Newton, Newton-
cuerda,...etc). Sin embargo, en el caso que nos ocupa las ordenadas solucion seréan,

segin se desprende de la figura 2.13, de la forma vy; , y2, —y1, —2.
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Por consiguiente (178) se podra escribir como

K-(y—y) (y+y) y—v2) (y+y2) =0 (179)

K-(—v})-W—y3) =0 (180)

K = cte., coeficiente de y* que puede tomarse como la unidad, y en definitiva se

tendra

vt -y (i +ys) Fyiey3 =0 (181)

con lo que se demuestra que (178) es una ecuacion bicuadrada de solucion exacta

conocida e immediata.

Pero de la figura 2.13 se deduce que, si se toma
r=r'=a (182)
cumplird que
Y1 =192 (183)
y en (179), (180), (181) se sigue

K-(y=y)’ (y+u)* =0 (184)

K-(y—yi)?=0  (185)

y'—y?- (29D + (W7)* =0 (186)

114 bb

Ecuacion bicuadrada con dos raices dobles, “+y; 7y “—y1”.

y finalmente, siendo a, b, semiejes de la elipse, conocidos en virtud de (172) y
(178), las coordenadas de los vértices de la elipse referidas al sistema de ejes
oblicuos iniciales de dngulo 0, vendrdn dadas por las cuatro ecuaciones bicuadradas

con dos raices dobles cada una correspondientes a los vértices de los ejes 2-a, 2-b
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ann 2-a12-y

0 a1
1 2-y-cost
0 1

ann 2-a12+y

0 ai1
1 2-y-cost
0 1

azy 2-aip-T

0 a2
1 2-x-cosb
0 1

29 2'&12'1’

0 22
1 2-y-cosb
0 1

as - y? + ass
2-a12-y
Yy —a

2 -y - cost

as - y? + ass
2-a12-y
y2—62

2 -y -cosbt

ann - + ass
2-a3-x
5 —a

2.1 - cosb

anr - 2 + ass
2'@12'I
% —b?

2.1 -cosb

0

2
Qg2 - Y* + ass

az - y* + ass
0

yQ—br

0

a11$2 + ass

anz? + ass
0

x? —b?

-0 (187)
=0 (188)
=0 (189)
—0  (190)

que permiten conocer y representar la elipse con todo rigor, en posicién y

dimensiones.

Merece la pena, aunque el calculo resulte un tanto prolijo, desarrollar las

expresiones anteriores. En (178) desarrollando por menores adjuntos se tiene

sucesivamente
an 2-a12-y azy® + ass
a1 | 2-y-cosf y2—r 0
1 2.y cosb y? —r?
2-a12-y az - y* + ass 0
aii 2-a12-y azs -y + ass
1 2y - cosf y? —r?
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) 2y - cosf y2 —r? ) )
=ayy - (a2 - y° + ass) - + a1 (y* —1r°) -
1 2-y-cosb
ap 2-a12y
(191)
2-y-cosb y? —1r?
2-a12-y (ag2y® + ass) ) a1 (az2y? + ass)
+2-a12-y- — (ag2 - y* +asz) - =
2-y-cosb y? —r? 1 y? —r?

=ay1 - (agy® +asz) - [4-y? - cos?0* — (y? —r®)]+ a1 - (y? —72) - [a11 - (> —72) —4- a1 - y* - cosH?]+

+2 a1y 2 a1y (Y* —1r?) —2-y-cosd - (axey® + ass)] — (aga - y* + as3) - [a11 - (y* —r?) -

—(a22y2 + as3)] = (192)

= [(an — a22)2 + 4 - cosf - (a11 a9y cost — a12 - A22 — aq1 a12) + 4. a%z] . y4+

+[4 - cosf - (a11 -ass - cosl + aiq - aqs - r2 — a2 - a33) —2-a11-a33+ a1 - ass - r2—

—2~a%1-7’2—4-a%2-r2+2-a22-a33]~y2+(a11-r2+a33)2=0 (193)

ecuacion bicuadrada de las ordenadas de los cuatro extremos de los semididmetros

de longitud “r” , como debia ser, y del mismo modo la ecuacién de las abscisas

()]

se obtendréa de (178) cambiando “y” por “x” y aj; por ag y reciprocamente. En

definitiva
aoo 2- a2 T a11$2 + ass 0
0 a2 2-ap2-x a;1x? + ass
—0  (194)
1 2.x-cosb x? —r? 0
0 1 2.1 - cosb x? —r?

y desarrollando

= [(GQQ — a11)2 4+ 4. cos0 - (an - a9 - cost) — aig - a1l — aoy - alg) +4- G%Q] . .%'4—1—
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—I—[4 - cos0 - (a22 - ass - cost + ago - a2 - 7“2 — a2 CL33) —2-a9-a33+2- a1 - aom - 7“2—

—2~a%2‘r2—4-a%2'7“2+2-a11-a33]-x2+(a22-r2+a33)2:0 (195)

que resuelve la cuestion, siendo las raices de la ecuaciéon bicuadrada deducida las

cuatro abscisas buscadas.

Las coordenadas de los vértices se obtendran facilmente sustituyendo en (193) y
(195) el semidiametro genérico “r” por los semiejes “a” y “b”, es decir, teniendo en
cuenta (159) y (172) y (173) se obtiene en primer lugar:

7"2 _ _a33 _ 2-a33-sen?6 (196)
p [(a11+a22)i\/(a11+a22)2—4-(a11~a22—af2)~sen20}

2

resultando a? = a? , r? = b? seglin se tome uno u otro signo en el discriminante de

las raices p, es decir

. a2
7,2 _ a3z _ CL2 — _ 2-a33-sen-6 - (197)
1 [(a11+a22)+4/ (a11+a22)2—4-(a11-a22—a3,)-sen0]
7"2 _ a3 _ b2 — _ 2-a33-sen36 (198)
P2 [(a11+a22)*\/(au+a22)274-(a11~a227af2)-sen29}

1

es inmediato comprobarlo en el caso trivial canonico ajp = 0, ¥ = 3

- T

Pero segiin se vio en (182), (183), (184), (185), (186) el caso en presencia se resuelve
con una bicuadrada con dos raices dobles. Por consiguiente, la sustitucion de r2
por los valores deducidos en (193) y (194) dan a dichas ecuaciones la forma (185)

o (186), que podemos escribir
K-(y —yi)?=(K* -y = K* - yi)? =(P-y* = Q)*=0 (199
P, Q, coeficientes conocidos. Y despejando 12
=% (200

y en definitiva, particularizando en (193)
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Figura 2.14: Ejes oblicuos

yQ - _ a1172+ass (201)

\/(all—a22)2—4~cos 0-(a11-a22-cos 0—a12~a22~—a11-a22)+4-a§2

y con % = a? segin (197)

2
a-|— 2-a33-sen”6 _ +as3
9 [(a11+a22)+4/ (a11+a29)2—4-(a11 -agy—a3,)-sen20] (202)
ya \/(0,117&22)24»4-008 9-(&11-&22-608 07a12-a227a11-a12)+4-a%2

y particularizando en (195) y teniendo en cuenta también (197) se obtiene

2-a33 -sen?9

a22- {— +ass
[(a11+a99)++/ (a11+a99)2—4-(a11-a99—a2,)-sen20]
372 _ 11+a22 \/ 11+a22 11-a22—af, (203)

\/(&11—a22)2+4~608 0-(a11-a22-cos 9—a12~a22—a11~a12)+4~a%2

(202) y (203) son la expresion de las coordenadas de los wvértices
del eje 2 - a de la elipse referidos a los ejes oblicuos de dngulo 6.
Es fundamental comprobar el signo de las coordenadas que debe establecerse
verificando la cumplimentacion de (174) para el valor de “a” conocido por (172).
En figura 2.14 se aprecia que en ejes oblicuos una pareja de valores-componentes
(£x4, ty,) dan lugar a dos posibilidades de vectores de mddulo distinto segin sea

la combinacion de signos adoptada.

Es ya inmediato definir las coordenadas de los vértices del eje 2 - b. Sustituyendo
en (193) y (195) el semididmetro genérico “r” por el semieje “b”, es decir, teniendo

en cuenta (159) , (173) y (198) se obtiene:
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2-a33-sen29
air-|— 5 5 +a33
y2 . [(a11+a22)—\/(a11+a22)2—4'(a11‘a22—a12)‘sen 6] (204>
b \/((111—(122)2—4-005 0-(a11-a22-cos 9—a12-a22—a11~a12)+4~a%2
2<a33~sen29
az2- —[( oo \/( s i > 7] +ass
ajlTa22)— ajjrag2)”—2(ajj-azz—a ssen
22 = 2 (205)

\/(all—a22)2—4-cos 0-(a11-a22-cos €—a12-a22—a11~a12)+4~a%2

(204) y (205) son la expresion de las coordenadas de los vértices del
eje 2-b de la elipse referidos a los ejes oblicuos de dngulo 6, con
las mismas observaciones del caso anterior con respecto a signos de
aquellas. Es obvio también que se rechazaran como soluciones extranas las

imaginarias generadas por valores negativos de (202), (203), (204) y (205).

Como ya hemos hecho anteriormente, podemos comprobar las expresiones

deducidas con el caso trivial de ejes rectangulares con 6 = % Ty a;p = 0, que

equivale a partir de la ecuacion candnica
an 24 amp -y —apm =022 +a?-y P —a®- 0¥ =0

en (150). En dicho supuesto se obtiene

2-a33
ail-|— “+as3 2.aa4
yg _ (al1+a22)+\/(a11+'122)2*4-(a11‘ﬂ22) _ all'[i(a11+a22)+5(?1117a22)]+a33 _
@ \/(a11*a22)2 +(a11—az22)
_ _—a33tazy_  _
T f(ar11—a22) 0 (206)
022'[— 2433 ]+t133 —ag2-233 4a33 232
2 = (a11+ago)+(ar;—agg) — a1l — 4ass — f—ab” _ o2 (207)
a +(a11—a22) +(a11—a22) ail b2
a11{ 233 +ass - 2-a33 }+
y2 _ (a11+a22)—\/(a11+a22)2—4‘(a11‘a22) _ 1| T ey taga)—(a11—agn)? ) 433 _
b \/(a11*a22)2 +(a11—a22)
_ 233
. a11-( a11)+a33 _ a33-(a227a11) _ :l:aJ _ :l:a2 b2 _ b2 (208)
+(a11—a22) +az2-(a11—a22) a2 b2
2-a33
a2+ | — +ass a
2 = { (a11+a22)—/(a11 —as)? _ a22-<—ﬁ)+a33 — _—asstass _ () (209)
a +(a11—a22) +(a11—a22) +(a11—a22)
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Figura 2.15: Angulos de definiciéon de los ejes oblicuos

resultando las coordenadas de los vértices, despreciando soluciones imaginarias,

(a, 0), (—a, 0), (0,b) y (0,—-b) c.d.s.

A costa de ejecutar un nuevo cambio de ejes puede reducirse el caso de ejes oblicuos

al de rectangulares.

Efectivamente, la expresion general en el plano del cambio de ejes oblicuos (z, y)

formando un angulo 6 a los (X, Y') formando un &dngulo y conservando el origen

O es

I — Sen (0—a) X + sen (0—P) Y (210)

sen 0 sen 0

y=2@ma. X 42l y (210

sen 0

donde

a = angulo ejes (z, X)

(3 = éangulo ejes (z, Y)

con sentido de ejes sinistrorsum como en figura 2.15
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v

M x'=x"

Figura 2.16: Cambio de ejes de M a2’y vy’ a M 27y 47 11

Y teniendo en cuenta la expresion (148) y la figura 2.12, apliquemos lo expuesto

9,00

al cambio de ejes de M’y 'y (M a2’y en general) a M a”yy”y (M 2”y” en

general) representado en figura 2.16 y donde

a = angulo ejes (27, 2”) =0

- T

X = angulo ejes (27, y’) = %

0 = angulo ejes (2, )

eje v’ = eje x”

se sigue

sen (9—%#)

2 =" + . y// — 7 y// - ctg 0 (212)

sen 6

y=1y" - cosect (213)
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y sustituyendo en (148) se escribe

(& —yhy-ctg8)-cosd (xhyy —yli; - ctgh) -send —yy, - cosech-sen~y - cosech - cos~)-
Sii  Sij  Sik  Sil (hy —yhy - ctg0) - cos §
" 1
Sii  Sij  Sik  Sjl =y, ctgf)-send
ij  Sjj Sj j . (% — Y _ (214)
Sik  Sjk  Skk Skl —yh - cosecB - seny
Syt Sji Skl Su yhy - cosec B - cosy

referida a los ejes cartesianos ortogonales M x”1y”, que se definen y representan
con toda sencillez a partir de la identidad de los ejes 2’ y 2. En forma simplificada

sera

2" prsy + Shrk - Thrsy — C?=0 (215)

Con la exposicion y desarrollo que antecede queda ultimada el estudio y definicion
de figuras de error en Redes Locales y Microgeodesia, hasta su densificacion por

vértices correlativos en su caso méas general.

Sin embargo, aun resulta incompleto la interpretacion y cifrado rigurosos del poder
de afirmaciéon de aquellas, tanto para el conjunto de todos los vértices de la red,
como para un grupo o grupos de ella simultaneamente, cualquiera que sea su

magnitud, hasta llegar a un solo punto arbitrario individualizado.

A dicho efecto entendemos como mejor solucion establecer el condicionado
necesario para aplicar rigurosamente Andlisis Multivariante mediante la integral
multiple bien conocida de variables separadas estudiada y desarrollada en trabajos

anteriores!?. Y para ello y en primer lugar, es preciso un giro mas que referencia

20fr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Opus cit.
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la elipse correlativa generalizada tipo estudiada a ejes ortogonales z”’ paralelos a

los de malla rectangular inicial “x”.

Es decir, en el presente caso y para todos y cada uno de los puntos de densificacion
que den lugar a elipses correlativas en principio referidas a ejes oblicuos, habiendo
resultado coincidentes los ejes x’ y x” sera preceptivo afectar a estos tltimos de una
rotacion plana final de argumento —v, segin se aprecia en fig. 2.12. andlogamente

a como se operd en el caso de malla rectangular®?.

Con la notacién usual su expresion seréa:

ahy =a"m - cosy —y'm-seny  (216)

"

Yy ="y seny + 9" - cosy (217)

T M Ynr

2"y | cosd | —send (218)

vy | send | cosd

expresandose

2, ="y - cosy + Yy - seny (219)

1

Yay = ="y - seny + 4"y - cosy (220)

que escribimos previamente suprimiendo perindices!? en el segundo miembro y sin

mengua de rigor ni generalidad, en una primera notacién simplificada

Ty =ap - cosy+yn - seny = A (221)

Yy = —xp - seny+yy -cosy =T (222)

13Ver epigrafe 2.1 “Caso malla rectangular” de esta publicacion.
1 Ibidem. Se oper6 de la misma forma.
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Asi y sustituyendo en (214) se obtiene la expresion final mas general de la elipse
correlativa de error a priori referida a ejes ortogonales pertenecientes a la malla de
trama rectangular basica y asociada a un punto correlativo arbitrario. Que es lo
mismo que decir un punto cualquiera arbitrario del drea de levantamiento, interno
o externo al recinto abarcado por los vértices de estacion de la red, siendo trivial

extender el resultado al supuesto a posteriori.

En definitiva, se tendréa

((A=T-ctg)-cosé (A—T-ctgh)-send —T-cosech-sen~y T -cosect-cos~))-

Sii  Sij  Sik  Sil (A—T-ctgh)-cosé
Sij  Sjj  Sjk  Sji A—T ctgh)-send
ig Sij Sj J ) ( ) _ 2 (223)
Sik  Sjk  Skk Skl —I'- cosec - sen
Sit Sjl Skl Su I'- cosec O - cosy

elipse correlativa generalizada a priori

((A=T-ctg)-cosé (A—T-ctgh)-send —T-cosech-seny T -cosect-cos~))-

Sii Sij  Sik  Sil (A—T-ctgh)-cosé
Sii  Sii  Sik S84 A—T:ctgh)-send
% ij  Sji 5j J _ ( ) _ o2 (224)
s Sjk  Skk Skl —I' - cosec - sen
Syt Sji Skl Su I'- cosec O - cosy

Elipse correlativa generalizada a posteriori.

Asi, (223) y (224) resuelven totalmente la cuestion respecto al punto arbitrario M
y su figura de error referida a los ejes Oz”’y”’, cuyos perindices pueden suprimirse
por ser dichos ejes paralelos a los de la malla rectangular inicial Oxy y por tanto

formar parte de ella.

En forma simplificada se escribiran las expresiones (223) y (224) més generales de

elipses a priori y posteriori, de interpretacion inmediata

T 2
" poyAr - SaB - Tasyar — C2 =0
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T 1 9 _
T MoyAT oz SaB - Tamsyar —C2 =0 (225)

En cualquier caso y para C' = 1, elipses standard. Y es inmediato comprobar que
para = 7 se obtiene el caso de malla rectangular y para 6 = v = 0 se obtienen

las N2 elipses correlativas basicas, como debia suceder!®.

En cuanto a la aplicacion ulterior de Analisis Multivariante que completa el
trabajo, estamos de nuevo en el caso estudiado en Malla Rectangular y a él nos
referimos'®. Sera posible o no, y tanto mas fiable, cuanto mejor sea la calidad de
la red. Y entendemos por calidad, aparte de las caracteristicas que ya podemos
llamar clésicas y no repetiremos aqui, la condicion indispensable de lograr matrices
varianza covarianza a posteriori diagonales o casi-diagonales y elipses de error de
poca excentricidad, tan cercanas a circunferencias como se sea capaz mediante un
excelente trabajo de campo, imprescindible e irreemplazable por tarea alguna de

gabinete.

La extension a tres dimensiones manteniendo vertical el eje de cotas, caso topogra-
fico y microgeodésico, requiere manejar transformaciones espaciales tridimension-
ales con ejes oblicuos, que complican teoria y praxis de forma notable. Es mucho

méas aconsejable, en su caso, tratar separadamente planimetria y altimetria.

Otra cuestion es que la realidad fisica imponga que ninguno de los tres ejes
tenga una direccién predeterminada. Con ello, las inevitables transformaciones
espaciales mencionadas se complican méas todavia. Sin embargo dicho supuesto se
plantea frecuentemente en calculo de deformaciones y es ineludible abordarlo. Asi
lo haremos en su momento al ocuparnos de dicha materia. Con ello la aplicacion

topografica, si ademés y en su caso procediere, se reducira a una particularizacion.

Finalmente y en otro orden de ideas, es necesario cuidar de la correcta

representacion, senalizacion e incluso monumentacién de los puntos correlativos

15 Ihidem.
16 Ihidem.
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densificados. Es claro que la cuestion planteada entra de lleno en el ambito del

replanteo topografico, que no es objeto de este trabajo.

2.3. NOTA ACERCA DE LA DENSIFICACION DE
LOS VERTICES DE LA ZONA “B”, O VERTICES

OBTENIDOS CON SOLUCION PSEUDOINVERSA

Si se trata de una red libre
R (S) = (n — d) = rango incompleto  (226)
d =defecto de rango

y escribiremos sucesivamente, seglin sabemos

r=8"-AT.P. K
Que = S~ AT-P-Qu-(S—-AT-P)T = S~ AT.P.Q-P-A-S~ = §~-5-S~  (227)

Qa:;v =5

siendo ST = matriz inversa generalizada reciproca arbitraria.

Y por consiguiente
Ops = Ug cQuw = 08 - ST (228)

existiendo infinitas soluciones. Entre ellas, la solucién con matriz pseudoinversa
tnica ST

Ope = 05 - Que = 05 - ST (229)
generalizacion de (46), pero siempre con defecto de rango = d
R(S)=R(S7)=R(ST)=R(0z)=n—d  (230)
resultando nulo el determinante de la matriz varianza covarianza a posteriori o,
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| 042 |= 0 (231)

Con lo que, en el caso de Red Libre, las expresiones (40), (44) vy
(45) no tienen sentido. No es posible aplicar Andlisis Multivariante.
Es razonable porque, por definicion, el vector x de correcciones es
indeterminado, sus componentes adoptan infinitos valores, y no existe
distribucion estocdstica especifica alguna. No existe hiperelipsoide ni
hipercuddrica de error andlogos a los estudiados en el caso determinista,

red ligada, con informacién probabilistica.
Sin embargo, es interesante establecer algunas consideraciones.

Segiin sabemos!” la matriz S puede escribirse

M1
K2

Hn—d

S =T-diag " =r. TT (232)
0

n — d autovalores positivos

d autovalores nulos

y la matriz seudoinversa, segtin conocida aplicaciéon de las series de Neumann'®

-1
St =T"-diag : =
0

M. Cuugca, J.L. BERNE VALERO, A.B. ANQUELA, S. BASELGA ”Avances en la
Interpretacién de Resultados en Redes Locales. Recintos de error” . Pg. 22 y sig. Universidad
Politécnica de Valencia. Valencia 2001. Mismos AUT. “Microgeodesia y Redes Locales.
Complementos docentes”. Pg. 86 y sig. Universidad Politécnica de Valencia. Valencia, 2003.

18Tbidem.” Avances...”. pg 24, (67).
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r. TT 0 (233)

n — d autovalores positivos
d autovalores nulos

La comprobacion es sencilla. En efecto, sustituyendo (232) y (233) en las cuatro

condiciones de Moore-Penrose!?.

S-ST.S=T-diag : -TT.T - diag : TT.T - diag s T =
0 0 0
1 p! 1
=1 -diag - diag - diag TIT =
0 0 0
. 1 . I - . p -
=TI diag - diag ' =T -diag =5
0 0
puesto que

. r=r-1r'=1
FT — F_l
por ser I', I'T" matrices ortogonales

y seguidamente

9 Ibidem.” Avances...”. pg 24, (67).
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S*t.8.St =T-diag a TT.T - diag s TT.T - diag a T =
0 0
—1 —1
=1 diag : - diag a - diag a TIT =
0 0 0
. 1 . pt . ‘ pt .
=T diag - diag It =T diag Tt =57
0 0 0
u pt 1
S-St =T -diag TT.T - diag TT =T - diag TT
0 0 0
(S-SHT =T - diag Tt =5.5*
0
pt t 1
St.8 =T "-diag -TT.T - diag ITT =T - diag TT
0 0 0

1
(ST - S =T -diag It =5%.8

0
como debia ser. Y facilmente se deduce
!
Ope = 0p* Que =02 - ST =03 -T - diag T
0
+ 1 1 . K T
Ope =285 =—-T-diag T (234)
0 0
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generalizacion de (46), con defecto de rango = d

Puede por tanto escribirse directamente, con la notaciéon usual

2l ot w=k?
ot L S x =k (235)
0

xT-SiQ-S-a::kJQ

siendo s = varianza del observable de peso unidad a priori.
k = coeficiente de homotecia, adimensional. Nada que ver con C en (44).

Formas cuadraticas representativas de hipercuadricas degeneradas, tipo hipercilin-
dros rectos, con directriz hiperelipsoidica de (n — d) ejes y generatrices definidas
por d direcciones. No son recintos de error con informacién probabilistica evi-
dentemente como (44), pero si pueden ser ttiles para el proyectista como figuras
representativas del vector de correcciones z, especialmente en comparacion con el

de valor minimo x,, solucién pseudoinversa.

Asi, para k = 1, generalizacién de las figuras que hemos llamado standard, se

tendré:

hipercilindro de correcciones en el espacio En , de directriz hiperelipsoidica en

general no candnica de (n — d) semiejes a; tales que

p; =autovalor de S positivo de orden i (237)
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i€1,2,3...(n —d)

en la direcciéon de sus (n — d) autovalores correspondientes.

Y con d direcciones generatrices definidas por los autovectores de los restantes d

autovalores nulos de S.

Que puede estimarse a priori por el hipercilindro correlativo

w5 Se=1 (238)

de semiejes

p; =autovalor de S positivo de orden i (239)

i€1,2,3...(n—d)

en la direccion de sus (n — d) autovectores correspondientes, que son los

anteriormente definidos.

Y con las d direcciones generatrices, también antes definidas. El resultado es de
importante aplicacion a lo largo de todo el Proyecto, Ejecuciéon e Interpretacion

de la red concernida, a priori y a posteriori. Y especialmente en su densificacion.

Efectivamente, cualquier hiperplano bidimensional seccién de cualquiera de los
dos hipercilindros formulados (236) y (238) generado por dos ejes de coordenadas
(Oz;, Ox;) es segtin sabemos superponible sobre el plano del levantamiento, tiene
significado real y es de aplicacion obvia en el estudio de la sensibilidad de la red

en presencia.

Y también sabemos calcular la ecuacién de la curva seccibén, elipse que puede
representarse en el plano del levantamiento con centro y origen de coordenadas en
el punto (x;, x;), perteneciente a la red observada o correlativo, referida a sus ejes

especificos (Ox;, Ox;), y cuya ecuacion, refiriéndonos a (236), es
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i#4,1  (240)

i€1,2,3...(n—d)

que se desarrolla segin

© 00 .. 2 .. o . 000-0f-] .. |=1 1 (a1

Z

siendo su ecuacion en el plano del levantamiento y referida a (Ozx;, Ox;)

U;Tj 0;5 T,
x; X - N =1 (242)
0 Oy T
_l’_

a;h —>elemento de orden gh en la pseudoinversa o,

en notacion simplificada
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expresion a posteriori. Siendo banal la aplicacion a priori en (238) y la ampliaciéon o
reduccion por homotecia de razon k, lo que es infrecuente al no existir significacion
probabilistica. Solo se persiguen criterios de calidad a partir de relaciones de
comparacion entre la magnitud de las figuras resultantes, segiin establezca el

proyectista en funcién de las caracteristicas del trabajo en presencia.

Sin embargo, en ocasiones puede ser ilustrativo trabajar con el hipercilindro que

contenga la solucién seudoinversa de que se trate. Este sera de la forma

al ok, - 1w, = k2 = conocido  (244)
siendo
x, = ST AT . P. K = solucion pseudoinversa conocida (245)

y las elipses seccion seran de la forma

+

ol o €
J J J 1.2

x; T : =k, (246)
o O'lJlr x

<+

S

Es banal que puede generalizarse atin mas estableciendo para cualquier soluciéon

inversa generalizada el hipercilindro

x] -0y, - xg = k2 = conocido  (247)
xy, =057+ AT. P K = solucion pseudoinversa conocida (248)
y las elipses seccion
0. 04 T
xj - CAEL T = k? (249)
o, Oy €

gl

Entendemos que existe no obstante un problema de interpretacion no suficiente-

mente investigado. Efectivamente, siendo el hipercilindro en general no canonico,
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su seccién por cualquier hiperplano coordenado generado por la pareja de ejes

(Oz;, Ox;) sera una elipse.

Pero se da la paradoja de que, contrariamente lo que sucede en los supuestos
probabilisticos estudiados, es desfavorable que el hipercilindro presente la expresion
canonica, pues d = n — R (5) ejes seran paralelos a las direcciones generatrices y
los planos secantes de que formen parte daran lugar a elipses degeneradas en pares
de rectas paralelas?® al tender a infinito uno de sus ejes. En situaciones proximas
a la expuesta, la configuracion de las elipses, de gran excentricidad, serd muy

desfavorable.

En cualquier caso, la utilidad de lo que antecede se pone de manifiesto
especialmente si se trabaja con las dos zonas de distinta significacion que
anteriormente hemos definido como A y B, siendo A la correspondiente a los
vértices a determinar y B los puntos de apoyo. Y todo conduce a preferir el método
de ajuste por Incrementos de Coordenadas con dos subredes, cuya geometria es
perfectamente conocida y presenta un defecto de rango minimo, d = 1, en cada

una de ellas.

La sensibilidad de la red puede estudiarse, obviamente, aplicando el algoritmo que
antecede a la zona B, que se resuelve por una pseudoinversa. Las expresiones (243)

tienen el significado de elipses de sensibilidad de la red.

En la red de la figura 2.8 del epigrafe 2.1, como explica el texto adjunto a esa figura,
son inmediatas las elipses de sensibilidad de los vértices V3 y V4 correspondientes
a la zona B, y la informacion no probabilistica de cuatro puntos mas a los cuatro
que habiamos obtenido hasta ahora generados en la zona A es decir, V1 y V2

. Y también las nuevas elipses, que llamaremos de transiciéon, referidas a puntos

2081 expresion serd

z¢m=(g—§+z—§—1):,(gé—1)

b—oo

la elipse degenera en las dos rectas paralelas z = +a
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Figura 2.17: Densificacion del plano del levantamiento
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con abscisas procedentes de la zona A y ordenadas de la zona B y viceversa. No

probabilistica.

De tal manera que solo utilizando la primera técnica de densificacién, de malla
rectangular, sin rotacion de ejes, se ha pasado de las 4 figuras béasicas generadas
por los dos vértices libres, agregando dos vértices correlativos, a 16 figuras de

informacion y control de otros tantos puntos de la red.

Y un primer criterio en el esencial aspecto del poder de afirmacién en la
interpretacion de sus resultados, parciales y finales es obvio. Las elipses de
sensibilidad (zona B) deben ser de dimensiones y superficie inferior a las de error
(zona A). Las de transicion, intermedias. La calidad de la red sera tanto mejor
cuanto mas homogéneos sean los tres grupos de elipses considerados por separado
y cuanto menor sean las diferencias existentes entre cada uno de ellos y los otros

dos.

Finalmente, utilizando técnicas de arco capaz puede llegar a obtenerse, sin mayor
dificultad, doble y hasta triple informaciéon conceptualmente diferenciada sobre
cualquier punto de la red o relacionable geométricamente con ella segtin la

metodologia establecida.

En cuanto al resto, repetimos una vez més que como sucede en cualquier obra de
Ingenieria de alto nivel, todo depende del buen hacer del proyectista y su mejor

criterio. Y como ya dijimos, imposible de sustituir por un programa informaético.
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Capitulo 3

APLICACION SOBRE LA RED DE LA

UPV

3.1. Veértices iniciales

A continuacién aplicaremos la teoria expuesta utilizando como ejemplo practico
una pequena red de cuatro vértices, como lo hemos venido haciendo desde el
principio de la presente disciplina, compensada por inversa reciproca generalizada
por zonas de distinta significacion. Consideraremos todos los casos posibles de
densificacion: vértices correlativos, pertenecientes al arco capaz y obtenidos por

ejes oblicuos.

Partimos de la red calculada en el articulo “Cuestiones basicas en interpretacion
de una red clésica libre ajustada por el método de incrementos de coordenadas™.

Croquis de la red y coordenadas compensadas en cuadro y figura 3.1.

'Publicado en la revista digital de la Real Academia de Cultura Valenciana: www.racv.es/racv
digital. Valencia, 2012.
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’ Vértice ‘ Coordenadas compensadas

Xv1 100, 0004 m
Yi1 166,5963 m
Xva 163,0152 m
Yio 154, 2495 m
Xvs 167,5210 m
ng 88, 0114 m
Xy 99,9999 m
Yyu 99,9993 m

Cuadro 3.1: Coordenadas compensadas de la red

V2

V4

Figura 3.1: Croquis de la red

3.2. RECINTOS DE ERROR DE LOS VERTICES INI-

CIALES

La red en estudio se ha calculado con solucién inversa generalizada reciproca
con zonas de distinta significacion. Siempre existen dos zonas de muy distinta

significacion en cualquier red, a saber:
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e La zona que llamaremos “A”, concernida por vértices libres V1 y V2, de

coordenadas a determinar .

e La zona “B”, de vértices o puntos de apoyo V3 y V4, que se consideran fijos,

cuyas coordenadas se entienden en principio invariables y conocidas a priori.

Segun el articulo citado, recopilamos a continuacién parametros y matrices

necesarios para obtener los recintos de error de los vértices de una y otra zona.

3.2.1. LA ZONA “A”

3.2.1.1. COORDENADAS DE LA ZONA “A”

Las coordenadas de la zona “A” son:

Vértice | Coordenadas

Xy 100, 0004 m

Y1 166, 5963 m

Xvo 163,0152 m

Yia 154, 2495 m

3.2.1.2. VARIANZA A PRIORI DEL OBSERVABLE DE PESO UNIDAD

El estimador de la varianza a priori de la subred 1 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas X es:

0% =2,5827 - 1077

la desviacion tipica: o = 4,0927 - 10~ = 0, 00041 m

El estimador de la varianza a priori de la subred 2 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas Y es:

o2 =8,1904 - 1077

la desviacion tipica: o = 0,0009 m
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3.2.1.3. VARIANZA A POSTERIORI DEL OBSERVABLE DE PESO UNIDAD

El estimador de la varianza a posteriori de la subred 1 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas X es:

o2=FTPR_ 1 6974.10"7 =1,7-1077

T mi+mo—n

la desviacion tipica: o = 4,1231 - 10~ = 0,00041 m
El estimador de la varianza a posteriori de la subred 2 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas Y es:

g2— _RT-PR 1,868 - 10¢

07 mi+ma—n

la desviacion tipica: o = 0,0014 m

3.2.1.4. MATRIZ COFACTOR DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

Conocidas las matrices M de la subred 1 y de la subred 2: My, My, My y
My, calculadas en el epigrafe 2.4 del articulo de referencia?, podemos obtener las

matrices cofactor de los vértices de la zona “A” a partir de la conocida expresion:

—1
Qmaza - Mll

. 0,2931 0,1439
Qroze = M7 = , matriz cofactor de la subred 1

0,1439 0,4591

) 0,4684 0,0395 .
Quoy. = M71 = , matriz cofactor de la subred 2

0,0395 0,0699

3.2.1.5. MATRIZ VARIANZA COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA

“A”

En la subred 1 la matriz varianza covarianza es:

2Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT “Cuestiones bésicas en interpretacion de una red
clasica libre...”.Epigrafe 2.4. Opus Cit.
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0,497454042398561 0, 244315435251555
Ogy = O'g : Qza:va = . 10_7 m2

0,244315435251555 0, 779209385343674

En la subred 2 la matriz varianza covarianza es:

0, 875049760666387 0,073709532985295
Oyy = U% “Qyaya = 1075 m?
0,073709532985295 0, 130635982125522

3.2.1.6. SEMILADOS DE LOS RECTANGULOS DE ERROR A PARTIR DE LAS

MATRICES VARIANZA COVARIANZA DE LA ZONA “A”

Con el fin de conocer la probabilidad de que el vértice V'1 compensado se encuentre
dentro de su recinto de error y, a su vez el V2 se encuentre dentro del suyo
simultaneamente® es necesario conocer el hiperparalelepipedo como hipervolumen
de error, en posicion no canonica, constituido por los ejes o1, Oz2, Tyo1 ¥
Oy2, en el sistema de referencia que situamos plano a plano y por parejas de
ejes de coordenadas en el plano del levantamiento*. En nuestro ajuste serd un
hipervolumen de error de 4 dimensiones porque tenemos 4 variables libres, que
recordamos son las correcciones: dxyq, dyy1, drys, dyys, pertenecientes a la zona

que hemos llamado “A”.

A partir de la matriz varianza covarianza de las variables o,, y 0y, se sigue:

Tet = 1/0,4922-10~7 = 2,2186 - 10~* m
Opz = +/0,7709 - 10~7 = 2,7765 - 104 m
Tyo1= +/0,8750 - 106 = 9,3541 - 10~* m
Tyua= 1/0,1306 - 10-6 = 3,6139 - 10~* m

Que constituyen los semilados de los rectangulos canénicos de error a partir de las

elipses no candénicas.

3Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Epigrafe 2.7.1. Opus cit.

4Recordamos que el hiperparalelepipedo no tiene realidad fisica. Pero sus secciones por los

(Y]

planos coordenados de su espacio “x”, si.
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3.2.1.7. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES DE LA MATRIZ VARIANZA

COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

Los autovectores y autovalores de las matrices varianza covarianza o, y o, se

encuentran en cuadros sucesivos 52

20,8659 | 0,5002
0,5002 | 0,8659

Cuadro 3.2: Matriz de autovectores I'l de la matriz varianza covarianza de las
variables o,, de la subred 1

0,0976 | -0,9952
-0,9952 | 0,0976

Cuadro 3.3: Matriz de autovectores I'2 de la matriz varianza covarianza de las
variables o, de la subred 2

Uo2g1= 0,3525 - 1077 0
0 2o = 0,9106 - 1077

Cuadro 3.4: Matriz V1 = o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza o,
de la subred 1

[y2y1 = 0,8823 - 1076 0
0 [o2y2 = 0,1234 1076

Cuadro 3.5: Matriz V2 = 0., de autovalores de la matriz varianza covarianza o,
de la subred 2

5Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Epigrafe 2.7.1. Opus cit.
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3.2.1.8. SEMIEJES DE LAS FIGURAS DE ERROR A PARTIR DE LOS

AUTOVALORES

Aplicar una rotacion a los semiejes no candnicos (obtenidos a partir de 0., y 0y,

como hemos visto) hasta su posicion canénica® segtin la expresion:

siendo
I' = matriz de autovectores columna de o,, y 0y

0., = V = matriz diagonal de autovalores de 0., y o,

nos permite conocer los semiejes del hiperelipsoide de error inscrito en el
hiperparalelepipedo en el sistema canénico o,,. Asi, a partir de las matrices V

de autovalores obtenemos:

Oprol = Uyg = /0,3525-10-7 = 1,8775- 107" m

Oprva = byy = 1/0,9106 - 10-7 = 3,0176 - 10~* m

Oy1= 1 = 1/0,8823-1076 =9,3931 - 107t m

Oy2= by = 1/0,1234 - 10-6 = 3,5128 - 10~* m

Si comparamos estos semiejes con los semilados del epigrafe 3.2.1.6, la diferencia

entre la posicién canoénica con la no canénica, es de 1 y 2 décimas de milimetro.

Es la posicion canénica la que nos permite calcular la fiabilidad conjunta con
varios vértices libres, pero en el caso presente, para estudiar los recintos de error
es aconsejable estudiar la matriz de autovectores conjunta I' de 0,4, y 04y, cfr.

cuadro 3.6,

6Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Epigrafe 2.7.1. Opus cit.
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20,8659 [ 0,5002 | 0 0
0,5002 | 0,8659 | 0 0
0 0 | 0,0976 | -0,9952
0 0 |-0,9952 | 0,0976

Zonas de Distinta Significacion

Cuadro 3.6: Matriz de autovectores I' de la matriz varianza covarianza total de las
variables

donde comprobamos que dos autovectores con todos sus componentes nulos menos
dos indica que sus autovalores correspondientes estdn sobre un mismo hiperplano
coordenado, también los semiejes del hiperelipsoide que correspondan, y por
lo tanto, la elipse que definen. Comprobamos que la rotacion de los ejes del
hipervolumen de error hasta su posicién candnica mantiene las figuras de error
dentro del plano del levantamiento, y no las proyecta fuera de él. En este caso es
inmediato deducir una figura de error, en general no canoénica y con realidad fisica
(en concreto el rectangulo) asociada a cada punto de la zona “A”. Es licito girar
elipses y rectangulos hasta posicion candnica y aplicar Anéalisis Multivariante con

variables separadas.

3.2.1.9. RECINTOS DE ERROR Y FIABILIDADES COMPUESTAS

El Anélisis Multivariante se puede aplicar directamente, sin transformacion alguna
a los parametros de error no can6nicos porque sus dimensiones son muy proximas
a las de los pardmetros canonicos. Lo importante es que la relaciéon entre ejes
canonicos y mal llamados no canénicos (en realidad, desviaciones tipicas, segin
teoria) es aceptable, resultando proxima a 1 en todos los casos (cfr. (3) en el cuadro
3.7). Por otra parte, todas las figuras de error resultantes son bidimensionales; y

pueden situarse sobre el plano del levantamiento.
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Recordamos” que para evitar que el area/volumen de la podaria/hiperpodaria
supere al del rectangulo/hiperparalelepipedo y siendo las longitudes de los semiejes
arbitrarios a y b de elipse/hiperelipsoide:

a=0b-tg 71,259 =b-2,06
a=1>b-1tg28,759 =0-0,48

debera cumplirse

0,48 =tg 28,759 < § <tg 71,259 = 2,06

a

con 6ptimo en § = 1 =tg 509, caso circulo = elipse.

La relacion entre los semilados a = x; = 02, ¥ b = y; = 0y, (cfr. (4) en el cuadro
3.7) del recinto rectangular de error de cada vértice se cumple, con la excepcion
del semilado del semieje xq, lo sustituimos por el valor del semilado y; dividido

por 2, lo que equivale a ampliar el recinto de error, resultando:

9341105 — 4 6771 - 104 m

Multiplicamos por dos cada semilado (cfr. (5) en el cuadro 3.7) para obtener el lado
del rectangulo de error. Siendo la relacion entre ejes canonicos y lados proxima a 1,
preferimos elegir los lados porque siempre estan sobre el plano del levantamiento,
con evidente realidad fisica (ademés, en este caso los no canonicos también estan
en el plano del levantamiento).

A partir de la expresion®:

PRriozn =27 - [(N<Oa 1)(1)(}71

calculamos el porcentaje de fiabilidad multivariante P,rx,. de los dos vértices

libres de la red.

En nuestro caso n = 4 , tenemos 4 variables:

"Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretaciéon en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Epigrafe 1.3.3.2. Opus cit.

8Conocida por la teoria expuesta en M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y
su interpretacion en el ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada
por incrementos de coordenadas”. Epigrafe 1.2.2, ecuacion (97). Opus cit.
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OZy1, OYvl, OTp2 ¥ OYv2

La probabilidad asociada a los rectangulos de error de los vértices V1 y V2, para

n =4y con un coeficiente de homotecia K = 3 es:
Prrowm = 2" [(N(O, 1)§}n: (2-0,4987)* = 0,9974* = 0, 9896 = 98,96 %

98, 96 % es la probabilidad simultanea de que los vértices exactos y desconocidos V'1
y V2 se encuentren en sus rectangulos de error, cuyos centros son las coordenadas
compensadas de sus vértices respectivos tras el ajuste de las subredes, (cfr. (6) en

el cuadro 3.7).

Es evidente que la seleccion de los elementos de cruce de las ¢ filas y ¢ columnas
elegidas en la matriz varianza covarianza cuadrada de orden n inicial 0,, y oy,
modifica la superficie de error de los vértices de que se trate, debido a la influencia
de otros vértices. Al estudiar la probabilidad de ubicacion del vértice exacto V1 en
solitario en su recinto de error es diferente a la de ese mismo vértice considerando

los vértices V1 y V2 simultaneamente, resultando que:
q

PRKO'ZQ =27 [(N(Ov 1))?]
siendo n = 2 y con un coeficiente de homotecia K = 3

Prio., =0,9974* = 0,9948 = 99,48 %  (cfr. (7) en el cuadro 3.7).

Con la pretension de comparar los recintos de error canénicos y no canénicos de

los vértices V1 y V2, hacemos los calculos que siguen.

Unimos las dos matrices varianza covarianza o, obtenidas a partir de los ajustes

independientes de las subredes, tenemos:

02,1 =0,4922- 1077

OzvlOgv2 = 07 2417 - 1077 0 0

Oav10zv2 = 0,2417 - 1077

0245 =0, 7709 - 1077

0

0

0

0

0201 =0,8750 - 106

oyvioyw2 =0,0737 - 1076

0

0

Oyv1O0yv2 :0, 0737 - 10_6

0242 =0,1306 - 106

Cuadro 3.8: Matriz varianza covarianza total de las variables o,

112




RACYV Digital - EI Problema Principal de Disefio. Densificacion a partir de la Solucion Inversa Generalizada Reciproca con
Zonas de Distinta Significacion

Y la matriz de los autovalores o, de la matriz varianza covarianza total o, sera:

Lig2prp1=0,3525 - 1077 0 0 0
0 lg2arps = 0,9106 - 107 0 0
0 0 fio2yv1= 0,8823 - 1076 0
0 0 0 [io2yrsa—0,1234 - 1076

Cuadro 3.9: Matriz o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza o,

Siguiendo la figura 2.3, del epigrafe 2.1, la elipse no canonica esta inscrita en un

rectangulo de lados 2-0, y 2-0,, y la elipse canonica inscrita en un rectangulo de

lados 2-a =2 \/llp200i ¥ 2-b =2 \/llg2yri -

En nuestro caso tenemos dos elipses no canénicas, para los vértices V1 y V2, y sus

rectangulos son:

- Rectangulo circunscrito a elipse no canénica Ry de lados:

liyvi=2 0xy =2-4,6771-107* = 19,3541 - 10~ m

lovi =2 0yy = 29,3541 - 10~4m = 0,001870 m

- Rectangulo circunscrito a elipse no canénica Ry9 de lados:

livo=2 0Ty =2-2,7765-10"*m = 5,5530 - 104 m

lo vo=2-0yu=2-3,6139-10""m =7,2278 - 10~*m

Y también dos elipses canénicas, para los vértices V1 y V2, y sus rectangulos son:

- Rectangulo circunscrito a elipse canonica Ry de lados:

Uivi=2-a=2 Jlgago =2-4,6771-107% = 9,3541 - 10~ m
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(siendo 4, 6771 - 107 el semilado corregido, segiin paginas anteriores)
Uovi=2b=2+ Jlig2g;1 =2-9,3931-107* = 0,001879 m
- Rectangulo circunscrito a elipse canénica R'yo de lados:

Ui vo=2-a=2/lgzom =2"3,0176-10~4 m = 6,0352 - 104 m

Uy ya=2-b=2- Jlioges = 23,5128 - 1074 m = 7,0256 - 10~ m

Si comparamos ambos rectangulos de error (con elipses candnicas y no canonicas)
podemos ver que las diferencias son muy pequenas. Y aplicando analisis
multivariante, las fiabilidades asociadas a los lados del rectangulo Ry, del vértice
libre V1, y del rectangulo Rj, del vértice libre V2, secciones del hiperpa-

ralelepipedo circunscrito al hiperelipsoide canénico de error, son:
-siendo K =3, n =4 —=
= Pricown = 24 [(N(0, 1)%]4: (2-0,4987)* = 0,9974* = 98,96 %

U =2 g K = 0,0028 m
U v =2 Sz K = 0,0056m
lll_v4 - 2 N \//JLG—Qx/rUQ . K - 07 0018 m
Uy =2 Sz K=0,0021m

Que podemos comparar con lados de los rectangulos secciones del hiperpa-

ralelepipedo circunscrito al hiperelipsoide no canénico de error, con la misma

fiabilidad, calculados en el cuadro 3.7:

-siendo K =3, n=4

= Prio.m = 24 [(N(0, 1)%]4: (2-0,4987)* = 0,9974* = 98,96 %
l1-yv1 = 0,0028 m

ZQ_Vl = 0, 0057 m
ll—V4 = O, 0017 m
l2_V4 :0, 0022 m
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3.2.2. LA ZONA “B”

3.2.2.1. COORDENADAS DE LA ZONA “B”

Las coordenadas de la zona “B” son:

Vértice | Coordenadas

Xvys 167,5210 m

ng 88, 0114 m

Xvya 99,9999 m

Yvy 99,9993 m

3.2.2.2. MATRIZ COFACTOR DE LOS VERTICES DE LA ZONA “B”

Conocidas las matrices M de la subred 1 y de la subred 2: My, My, My y
My, calculadas en el epigrafe 2.4 del articulo de referencia’, podemos obtener las

matrices cofactor de los vértices de la zona “B” a partir de la conocida expresion:
—_ -1 + _ ot
Qupzy = (Moo — Moy - My - Myg)t = S,

0,0875 —0,0875
Qupzy, = , matriz cofactor de la subred 1

—0,0875 0,0875

0,0451 —0,0451
Quyys = , matriz cofactor de la subred 2

—0,0451 0,0451

3.2.2.3. MATRIZ VARIANZA COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA

“B”

En la subred 1 la matriz varianza covarianza es:

0,1470  —0,1470
Ogy = 0-8 ) szwb = . 10_7 m?

—0,1470 0,1470

9Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT “Cuestiones bésicas en interpretacion de una red
clasica libre...”. Epigrafe 2.4. Opus Cit.
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En la subred 2 la matriz varianza covarianza es:

) 0,8419  —0,8419 L
Oyy =0 * beyb = -107"m
—0,8419 0,8419

3.2.2.4. SEMILADOS DE LOS RECTANGULOS DE ERROR A PARTIR DE LAS

MATRICES VARIANZA COVARIANZA DE LA ZONA “B”

A partir de la matriz varianza covarianza de las variables de la zona “B” 0., y 0y,

se sigue:

Opos = 1/0,1470 - 1077 = 2,90155 - 1074 m

Opos = 1/0,1470 - 10-7 = 2,90155 - 1074 m

opos= /0,8419-10~7 = 1,2124 - 10~* m

Oypa=1/0,8419 - 10-7 =1,2124 - 10~* m

Que constituyen los semilados de los rectangulos canonicos de error a partir de las

elipses no candnicas.

3.2.2.5. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES DE LA MATRIZ VARIANZA

COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA “B”

Los autovectores y autovalores de las matrices varianza covarianza o, y o, se

encuentran en cuadros sucesivos:

-0,7071 | -0,7071
-0,7071 | 0,7071

Cuadro 3.10: Matriz de autovectores I'l de la matriz varianza covarianza de las
variables o,, de la subred 1
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20,7071 | -0,7071
20,7071 | 0,7071

Cuadro 3.11: Matriz de autovectores I'2 de la matriz varianza covarianza de las
variables o, de la subred 2

Po2ev3= 0 0
0 loroos — 0,2940 - 107

Cuadro 3.12: Matriz V1 = o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza o,
de la subred 1

Ho2yn3= 0 0
0 g2yt = 0, 1684 - 100

Cuadro 3.13: Matriz V2 = o, de autovalores de la matriz varianza covarianza oy,
de la subred 2

3.2.2.6. SEMIEJES DE LAS FIGURAS DE ERROR A PARTIR DE LOS

AUTOVALORES

Los semiejes del hiperelipsoide de error inscrito en el hiperparalelepipedo en el

sistema canonico o,,. Asi, a partir de las matrices V' de autovalores obtenemos:

Uz’v3:av4:\/6:0m

Opron = by = /0,2940 - 107 = 1,7146 - 10~* m

Oy'v3= Ayl = \/6 =0m

Oyroa= by = 1/0,1684 - 10-6 = 4,1037 - 10~* m

Como debia ser, el recinto de error definido por el hiperelipsoide canoénico tiene
dos semiejes nulos, que provienen de la solucion pseudoinversa, degenerando asi en

un hipercilindro recto, segiin sabemos.

Ante esta situacion, que se repetird siempre que la solucién sea la pseudoinversa,
recurriremos en su momento a aplicar el epigrafe 2.3, que nos permitird extraer

conclusiones generales para la densificacion a partir de los vértices de la zona “B”.
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Capitulo 4

DENSIFICACION DE LA RED DE LA

UPV

A partir de las coordenadas compensadas de la zona “A” de la red en estudio

densificaremos con:

- los puntos correlativos,

- puntos pertenecientes al arco capaz de 7 sobre la alineacion de los vértices V1V2,
- y cualquier punto que interese al proyectista.

A partir de las coordenadas compensadas de la zona “B” de la red en estudio

densificaremos con:
- los puntos correlativos, sin informacion probabilistica.

A partir de las coordenadas compensadas de la zona “A” y de la zona “B”

conjuntamente densificaremos con:

- los puntos con abscisas procedentes de la zona “A” y ordenadas de la zona “B” y

viceversa, sin informaciéon probabilistica.
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4.1. DENSIFICACION CON LOS PUNTOS CORRELA-

TIVOS DE LA ZONA “A”

Los puntos correlativos, segiin la teoria expuesta en el epigrafe 2.1 seran los vértices

V5 y V6 de coordenadas:

’ Vértice ‘ Coordenadas
Xv1 100, 0004 m
Y1 166, 5963 m
Xve | 163,0152m
Yoo | 154,2495 m
Xvs 100, 0004 m
Yvs | 154,2495 m
Xve 163,0152 m
Yve 166, 5963 m

Cuadro 4.1: Vértices de la zona “A” V1 y V2 y vértices correlativos V5 y V6.

4.1.1. RECINTOS DE ERROR Y FIABILIDADES COMPUESTAS

En el cuadro 4.2 definimos los recintos de error de cada uno de los vértices en

estudio®.

La probabilidad asociada a los rectangulos de error de los vértices V1, V2, V5, y

V6, para n = 8 y con un coeficiente de homotecia K = 3 es:
Pricosn = 2"+ [(N(0,1)5]"= (2 0,4987)% = 0,9974® = 0,9794 = 97,94 %

97,94 % es la probabilidad simultanea de que los vértices exactos V1, V2, V5 y
V6 se encuentren en sus rectdngulos de error, cuyos centros son las coordenadas

compensadas de sus vértices respectivos.

1Segtin los datos del ejemplo del epigrafe 2.4.2.8 de M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT.,
“Cuestiones bésicas en interpretacion de una red clasica libre ajustada por el método de
incrementos de coordenadas”, Opus cit.
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Es evidente que la seleccion de los elementos de cruce de las ¢ filas y ¢ columnas
elegidas en la matriz varianza covarianza cuadrada de orden n inicial 0., vy 0y
modifica la superficie de error de los vértices de que se trate, debido a la influencia
de otros vértices. Al estudiar la probabilidad de ubicacion del vértice exacto V1 en
solitario en su recinto de error es diferente a la de ese mismo vértice considerando

los vértices V1, V2, V5, y V6 simultaneamente, resultando que:
K q
Pao., = 20+ [(V(0, 1))f]
siendo n = 2 y con un coeficiente de homotecia K = 3

Prko., = 0, 9974% = 0,9948 = 99,48 %

4.2. DENSIFICACION CON LOS PUNTOS PERTENECIENTES

AL ARCO CAPAZ DE % SOBRE LA BASE DEFINI-

DA POR LOS VERTICES V1 V2

™

5 sobre la base definida por los vértices

Un punto perteneciente al arco capaz de
V1y V2, segin la teoria expuesta en el epigrafe 2.1 puede ser el vértices VM, de

azimutes:
Azimut de VI M =0y = g — 6 = 1009 — 509 = 509
Azimut de V2 M = 0yopyy =2 -1 — § = 4009 — 509 = 3507

por interseccion directa virtual desde la base V1V2 de coordenadas conocidas,

obtenemos el vértice Vj,:
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’ Vértice ‘ Coordenadas

Xy 100, 0004 m
Y1 166, 5963 m
Xvye | 163,0152m
Yia 154, 2495 m
XV]V[ 125, 33439 m
You | 128,91550 m

Cuadro 4.3: Vértices de la zona “A” V1 y V2 y el vértice del arco capaz V M.

4.2.1.

En la subred 1 la matriz varianza covarianza es:

0,497454042398561 0, 244315435251555

2
Ogge = O * Qxa:ca =
0,244315435251555 0, 779209385343674

En la subred 2 la matriz varianza covarianza es:

0, 875049760666387 0,073709532985295

2
Oyy = 05 * Quaya =
0,073709532985295 0, 130635982125522

La matriz varianza covarianza total seré:

0,497 0 0,244 0
0 8750 0

0,779 0

0,737

_ 2
Ozyzy = O¢ vawvwvwvz -

0,244 0

0 0,737 0 1,306

La inversa de la matriz varianza covarianza total sera:

2,3761 0 —0, 7450 0
0 0,1200 0 —0,0677
U:v_ylry -
—0, 7450 0 1,5169 0
0  —0,0677 0 0,8037
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Aplicando la expresion (109):

[(xar-cosd+yn-send)-cosd (xpr-cosd+yn-send)-send (xar-

send —ypr - cosd) -send  (—xzp - send + yar - cos d) - cos o]

Sii  Sij  Sik  Sil (zpr-cosd+ypr-send) - cosd
1 Sij Sjj Sik Sit | (xpr-cosd+yp - send) - sen d e
o5

Sik  Sjk  Skk Sk (xpr-send —ypr - cosd) - sen d

Sii Sji Skl Su (—xpr - send +ypr - cos o) - cosd

Con cos § = sen 0 se simplifica la expresion (109):

[(ar +yar) - cos? 5 (war +yar) - cos? 5 (war —yar) - cos? 8 (—xar + yar) - cos? 6]

2, 3761 0 —0, 7450 0 (xar + yar) - cos® &
0 0,1200 0 —0,0677 o (xar +yur) - cos? §

—0, 7450 0 1,5169 0 (xar — yar) - cos? 6§
0 —0,0677 0 0,8037 (—zar + yar) - cos® 8

Y operando se sigue
2?7 - 0,86553 - 107 +y3, - 1,35428 - 107 —2 - zpr - yay - (F29372) . 107 = C?
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elipse con centro en el origen de coordenadas, como debia ser. Hemos comprobado

que obtenemos la misma elipse aplicando la ecuacion (224).

La ecuacion de la elipse genérica es:

1 (2, 52 2. 52_9.40.q9. — (2
(oo 2er ey, = C

? o+ Y0l =22y 04y —C?- (020, —02,) =0
Comparando la ecuacion standard de la elipse

2 2, .2 2 2 2 2\ _
x~ay—|—y-am—Q-x'waxy—(ax-ay—amy)—()

con la del punto M, proveniente de la ecuacion (109), obtenemos los valores de las
. 2 2 1 . . d 1 . d .
varianzas o,, o,, y la covarianza oy, siendo el sistema de 3 ecuaciones con tres

incognitas el que sigue:

0,8646-107 __ 0,3854-107 _ —0,1893-107 _ c? _ 1
o2 o2 Ozy C?%.(02-02—02,) 02-02-02,

Cuya solucion es:
05 =6,4909- 1078 = 0, = 2,5477-10~* m
02 =1,1570 - 107" = 0, = 3,4015- 107*m

Oy = —3,2901-107" m

Valores que guardan una perfecta relacion con los de las elipses de error de los

vértices V1y V2.

En el cuadro 4.4 definimos los recintos de error de cada uno de los vértices en

estudio.

La probabilidad asociada a los rectangulos de error de los vértices V1, V2y VM,

para n = 6 y con un coeficiente de homotecia K = 3 es:
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Priom = 2" - [(N(0,1)E]"= (2 0,4987)5 = 0,99745 = 0,9845 = 98,45 %

99,45 % es la probabilidad simultanea de que los vértices exactos V1, V2 y VM
se encuentren en sus rectangulos de error, cuyos centros son las coordenadas

compensadas de sus vértices respectivos.

La probabilidad de ubicacion del vértice exacto V1 en solitario en su recinto de
error es diferente a la de ese mismo vértice considerando los vértices V1, V2, y

V' M simultaneamente, resultando que:
K q
PRKO'zq =29 [(N(Ov 1))0 ]

siendo n = 2 y con un coeficiente de homotecia K = 3 la probabilidad de un

vértice en solitario es:

Prio., = 0,9974% = 0,9948 = 99,48 %
02 =06,4909 - 107 = 0, = 2,5477- 10" m
02 =1,1570 - 107" = 0, = 3,4015- 107*m

Ory = —3,2901-10"" m

4.3. DENSIFICACION CON UN PUNTO CUALQUIERA
EN REFERENCIA AL CASO TEORICO DE EJES

OBLICUOS

Definimos un punto proximo a los vértices conocidos V1 y V2, podria ser el punto

V' L, de coordenadas conocidas:
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Vértice | Coordenadas

XVL 125,33439 m

YVL 180 m

4.3.1. RECINTOS DE ERROR Y FIABILIDADES COMPUESTAS

Siguiendo la metodologia para el caso de densificacion con ejes oblicuos, expuesto
en el epigrafe 2.2, obtenemos los recintos de error y fiabilidades del vértice L, que
se pueden encontrar en el cuadro 4.5. Asimismo podriamos conocer los recintos de

error y fiabilidades de cualquier otro punto del plano del levantamiento.

Sean las coordenadas de los vértices V1, V2y VL:

Vértice | Coordenadas

Xv1 100, 0004 m

Y1 166, 5963 m

Xvya 163,0152 m

YV2 154, 2495 m

XVL 125,33439 m

YVL 180 m

A partir de las coordenadas anteriores calculamos los angulos 9, v, y 6:

_ Yy Yy . 180-166,5963  _ 13,4037 _
mvi—vr = tg (0) == = 755 33039 100,000 — 253340 — 0> 4866

0 = 30,9804438

_ T\ Yyo—Yp __ 180-1542495  _ 25750499 _ 1
mya-ve =tg (v + 2)*XVL—XB = 125,33439-163,0152 _ _37,68081 0,6834 = o
—0,6834 = —L

a7

tg () L =1,4633

~ 0,683
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v = 61,8354278

El 4ngulo entre los ejes oblicuos sera:

0 = 1009 + 30, 9804439 — 61, 8354279 = 69, 1450159

0 = 69,145015%

Aplicando la expresion (224) obtendremos los semilados del recinto de error del

vértice L:

((A=T-ctgh)-cosé (A—=T-ctgh)-send —T-cosecl-senvy T -cosech-cos~)-

Sii  Sij  Sik Sl (A—=T-ctgh)-cosé
3 Sij  Sj;  Sik  Sji ' (A—=T-ctgh)-send _ o
70 Sik  Sjk  Skk Skl —I' - cosec B - sen Yy
Sil Sjl Skl S I'- cosec @ - cos Y
Siendo para el vértice L :
A=2x] =xp-cosy+yL-seny
=yl =—xp-seny+yr-cosy
Sii Sij  Sik Sil 2, 3761 0 —0, 7450 0
Sii  Sii  Sik  Si 0 0, 1200 0 —0,0677
0.712 2] 27 J J _ . 107
A s osik sk sm —0, 7450 0 1,5169 0
Sil Sil Skl Su 0 —0, 0677 0 0, 8037

Desarrollamos la expresion (224):

((A=T-ctgh)-cosé (A—=T-ctgh)-send —T-cosecl-senvy T -cosech-cos~)-
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Sii Sij  Sik Sl (A—T-ctgh)-cosé
| sosi sk s | (A—=T-ctgf)-send _ oo
§ Sik  Sjk  Skk Skl —I'-cosec - sen

Syt Sji Skl Su I'- cosec - cosy

Y después de un calculo realmente prolijo, se obtiene

22, - 1,8921 - 107 +y?2 - 5,1298 - 107 4z, - yr, - 1,2754 - 107 —C? =0

2%, - 1,8021 - 107 +y2 - 5,1298 - 107 —2 - 2, -y, - (—0,63770 - 107) —C? =0

Que nos permite calcular el recinto de error del vértice V' L, como hicimos en el

epigrafe 4.2.1. Las varianzas y la covarianza son:

02 =7,3548-10% = 0, = 2,7120- 10 m
o2 =5,1110- 1078 = 0, = 2,2608 - 104 m

Oay = —1,0994- 10" m

En la tabla 4.5 se recogen los recintos de error y sus fiabilidades, conjuntas y por

separado.

4.4. DENSIFICACION CON LOS PUNTOS CORRELA-

TIVOS DE LA ZONA “B”

Los puntos correlativos V7 y el V8 carecen de informacion probabilistica.
Adjuntamos sus correcciones diferenciales y las raices de sus varianzas, porque

también pueden ser tutiles en el proceso de densificaciéon planimétrica.
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’ Veértice ‘ Coordenadas compensadas | Correcciones diferenciales dx Semilados de los rectangulos de error

Xv3 167,5210 m 0,1333-1073m 2,90155- 104 m
Yvs 88,0114 m 0,65378-10~3 m 1,2124 104 m
Xva 99,9999 m —0,1333-1073 m 2,90155-10"4m
Yva 99,9993 m —0,65378 - 1073 m 1,2124-10~4m
Xyr 167,5210 m 0,1333-10"3 m 2,90155- 10~ % m
Yyr 99,9993 m —0,65378-1073 m 1,2124-10"%m
Xvs 99,9999 m —0,1333-1073 m 2,90155-10"4m
Yvs 88,0114 m 0,65378 - 1073 m 1,2124-10~4m

Cuadro 4.6: Coordenadas de los vértices libres V3 y V4 y sus correlativos V7 y
V8

4.5. DENSIFICACION CON PUNTOS CON ABSCISAS
PROCEDENTES DE LA ZONA “A” Y ORDENADAS

DE LA ZONA “B” Y VICEVERSA

A partir de las coordenadas compensadas de los vértices de la zona “A” V1y V2

y de la zona “B”: V3 y V4, del cuadro 4.7:

’ Vértice ‘ Coordenadas compensadas ‘ Correcciones diferenciales dx ‘ Semilados de los rectdngulos de error ‘

Xv1 100, 0004 m 0,2960 - 10~3 m 2,2186-10~%m
Yi1 166, 5963 m —0,7994-1073 m 9,3541-10"%m
Xva 163,0152 m 0,4405 - 1072 m 2,7765-10~* m
Yo 154, 2495 m —0,7994-1073 m 3,6139-10"%m
Xv3 167,5210 m 0,1333-103 m 2,90155-10~%m
Yya 88,0114 m 0,65378 - 1073 m 1,2124 104 m
Xva 99,9999 m —0,1333-1073 m 2,90155- 104 m
Yy 99,9993 m —0,65378 - 1073 m 1,2124 - 104 m

Cuadro 4.7: Coordenadas compensadas de la red

obtenemos las coordenadas de 8 vértices virtuales: V9, V10, V11, V12, V13, V14,
V15, y V16. Nuevamente adjuntamos sus correcciones diferenciales y las raices de

sus varianzas para tener mas informacion sobre ellos.
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’ Vértice ‘ Coordenadas compensadas

Correcciones diferenciales dz

Semilados de los rectangulos de error

Xvo 100, 0004 m. 0,2960 - 10~3 m 2,2186-10~%m
Yvg 88,0114 m 0,65378-10~3 m 1,2124 104 m
Xvio 100, 0004 m 0,2960 - 1073 m 2,2186 - 10 % m
Yvio 99,9993 m —0,65378 - 1073 m 1,2124-10~4m
Xvi1 99,9999 m —0,1333-1073 m 2,90155- 10~ % m
Yvii 154, 2495 m —0,7994-1073 m 3,6139-10"%m
Xvi2 99,9999 m —0,1333-1073 m 2,90155-10~4m,
Yvio 166, 5963 m —0,7994 - 1073 m, 9,3541-10"%m
Xvis 163,0152 m 0,4405-10"3 m 2,7765-10"%4m
Yvi13 88,0114 m 0,65378-1073 m 1,2124-10*m
Xvia 163,0152 m 0,4405-10~2 m 2,7765-10"%4m
Yvia 99,9993 m —0,65378 - 1073 m 1,2124 104 m
Xvis 167,5210 m 0,1333-10"3 m 2,90155 - 10~% m
Yvis 154, 2495 m —0,7994-1073 m 3,6139-10"%m
Xvie 167,5210 m 0,1333-10" 3 m 2,90155-10~% m
Yvie 166, 5963 m —0,7994 - 1073 m, 9,3541-10"*m

Cuadro 4.8: Coordenadas de los puntos con abscisas procedentes de
ordenadas de la zona “B” y viceversa

la zona “A” y

Puede ser ilustrativo trabajar con el hipercilindro que contenga la soluciéon

seudoinversa de que se trate. Este sera de la forma, segtin expresion (244):

siendo (245):

T

Lp

12 .
STy = kp =conocido

z, =S AT . P. K =solucion pseudoinversa conocida

Y en la subred 1 la matriz varianza covarianza recordamos que es 0,,, vy en la

subred 2 oy,:

_ 2 _
Ogze = O Qacb:vb -
_ 2, _
Oyy = 09 beyb -

0, 1470
—0,1470 0, 1470

0,8419
—0,8419 0,8419
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Resultando dos valores de k,:

55;{1 O Tpl = k}%l =
+
0,1333-1073 0,1470 —0, 1470 .
—0,1333-1073 —0,1470 0, 1470
( 0,1333-107% —0,1333-1073 ) =
= 1,2088
kyn = 1,0994
Ty Oy Tpe = Ky =
+
0,65378 - 1073 0,8419 —0,8419 =
0,65378 - 103 ~0,8419 0,8419

( 0,65378 - 1072 0,65378 - 1073 ) =
=5,0770

ko = 2,2532

Y finalmente, siendo la sensibilidad de la red inferior al milimetro?, con las
fiabilidades anteriormente expresadas podran aceptarse como exactas las cifras

de los resultados obtenidos hasta la de los milimetros, inclusive.

2Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT., “Cuestiones bésicas en interpretacién de una red
clasica libre ajustada por el método de incrementos de coordenadas”. Pg. 59. Opus cit.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

El presente trabajo completa la fase medular de la linea de investigacion
emprendida hace cuatro anos por el equipo de técnicos pertenecientes a la
Universidad Politécnica de Valencia publicada en cinco entregas sucesivas,
contando la presente, en la revista digital de la Real Academia de Cultura
Valenciana. Con el antecedente de otras publicaciones en papel editadas
fundamentalmente en la mencionada Universidad debidamente resenadas y

citadas!.

Y como es secularmente preceptivo, siempre hasta el momento presente y en el

estado actual de doctrina y tecnologia.

Se trata del permanente objetivo de acceder con la precision adecuada a la métrica
del espacio fisico concernido por una red local y, esencialmente, interpretar los

resultados obtenidos con el mas alto poder de afirmacién posible.

Y debe de establecerse como condicidon de partida que nos referimos a trabajos que
requieren avanzar mas alld de las tareas repetitivas de rutina que, cubriendo sin
reproche gran parte de la practica profesional usual, son asequibles con importante

coeficiente de seguridad a la excelente calidad de la instrumentacion moderna y al

'En especial M. CHUECA PAzoS, A. B. ANQUELA JULIAN, S. BASELGA MORENO “Disefio de
Redes y Control de Deformaciones. Los problemas del Datum y Principal de Diseno”. Universidad
Politécnica de Valencia. Valencia 2007. De donde, previa autorizacién, hemos obtenido parte de
la teoria que antecede.
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automatismo ofrecido por aplicacion reiterada del hardware y software actualmente

disponibles.

Asi pues, tratamos tan solo del grupo de proyectos que, por la razén o razones
técnicas, econémicas, de responsabilidad o de cualquier otro tipo, y consecuencias
posibles que concurran en ellos, requieren ademéas y necesariamente, directa
y permanente vigilancia y decisoria intervenciéon técnica humana altamente

cualificada.

En sintesis, y en virtud de cuanto antecede concluimos que el método completo
desarrollado en teoria y praxis ofrece esencialmente como avances que asi mismo

entendemos rigurosamente comprobados en la practica:

e Un tratamiento novedoso del ajuste gaussiano que se ha denominado “por
incrementos de coordenadas”. Con técnicas de homogeneizaciéon de observables,
pesos, separacion de tipos de coordenadas, eliminaciéon de covarianzas, y en

consecuencia, utilizacion rigurosa de observables GNSS.

e La metodologia necesaria para la aplicacion del Anélisis Multivariante al vector
de coordenadas compensadas, permitiendo la formulacion de figuras de error
simultaneas de alto poder de afirmacion y cota de probabilidad arbitraria en

cualquier grupo o grupos de vértices. Desde una sola coordenada hasta la totalidad

de la red.

e Densificar la red de que se trate en cualquier caso y a cualquier punto o subespacio
de puntos geométricamente relacionable con vértices de la red por interseccion
directa virtual, con idéntico poder de afirmacién que estos tltimos y sin necesidad
de trabajo de campo adicional. Hasta completar un Modelo Digital del Terreno de

cobertura y densidad arbitraria.

Los dos primeros apartados son objeto de las cuatro publicaciones anteriores a la

presente. Las paginas que anteceden se ocupan del tercer apartado.

A lo largo de todo el proceso se ha comprobado satisfactoriamente la doctrina

con la praxis adecuada sobre la red monumentada en el Campus de Vera de
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la Universidad Politécnica de Valencia. Creemos que por primera vez de forma

completa y ordenada.

Y queda tan solo para la sexta y por el momento tltima parte de la linea de
investigacion programada, el estudio y praxis de la evolucion en el tiempo de una
red local y sus eventuales modificaciones o deformaciones. Actualmente en estado

de elaboracion muy avanzado.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Es objeto del trabajo que sigue la interpretacion en términos de error temible y
probabilidad de comision del resultado obtenido en el ajuste gaussiano de una Red
Local, desde el caso més simple al mas general, considerando simultaneamente
todas las variables o coordenadas, o fracciondndolas en grupos arbitrarios y
densificando la red sin trabajo de campo adicional e incorporando nuevas variables

interpretadas con idéntico poder de afirmacion.

Procederemos por inducciéon en sucesivas particularizaciones del caso més general
posible, cuya solucién multivariante formularemos. Del mismo modo se estudiara

la progresiva complejidad del proceso y como tratarla.

El supuesto més sencillo a considerar en el dmbito de actuaciéon demarcado es
obviamente la interpretacion individualizada de la abscisa, la ordenada o la cota
de un vértice previamente calculada. Puede considerarse siempre como una variable
X, representativa de una magnitud escalar, no siendo asequible el conocimiento

de la cifra X, de su valor exacto,

Si y solo si puede escribirse que X es una variable normal, en la fig 1.1 de

interpretaciéon inmediata
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)

Figura 1.1: Curva de probabilidad normal de Gauss univariante

X~ N (e = Xay 02) (1)

Se verificara segtin rutina

N

_1 (X-oex 1 (=2
P(X) e P(a’,’) = \/%.UI LA 2 ( Tz ) = \/%-gz - e 2 (O'r) (2)

semitipificando X segin

X =p, +x (3)

ox = 0, (4)

pudiéndose escribir ademas

X=0, T+p (5

donde
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T~N(@0, 1) (6)

Siendo T' !, variable normal tipificada.

Y se podra describir la realidad fisica aceptando el valor mas probable

EX)=M=p, =X, (7)

al que se tendrd acceso por el procedimiento que se entienda mds adecuado en
cada supuesto. En el presente caso de una variable acostumbra a ser asequible y
preferirse la media aritmética p, de los distintos valores obtenidos por medicion
directa o indirecta, siendo su probabilidad maxima.

Pmliiﬂ:P(‘X‘:lu’X):P('r:O):\/ﬁ-o’X:\/ﬁ'az (8)

expresandose para cualquier otro supuesto (incluyendo el anterior) como

Pmdm:P(X:Xa):P<x:O>:\/ﬁ-ax:\/ﬁ-az (9)

que generalizaremos al caso multivariante, segin se vera.

Sin embargo y para obtener un resultado riguroso y de aplicacién practica, es

preciso establecer la integral definida

Xatkox +kox +kox

Po= [ P(X)-dX= [ P(x)-de= [ % e (E) g =
Xa—kox —kox 0 O
K 1 _ 1.2 k
=2 g_\/ﬂ'e 215 4T =2 [N (0,1)]; (10)

donde el recinto de integracion (intervalo en este caso) es

Xa—]{?'O'XgXSXa—Fk'O'X
o = (11)

|z |<k-o,

1 Utilizamos la notaciéon T en este caso, en lugar de Y, empleada anteriormente en Anélisis
Multivariante para prevenir ambigiiedad con expresiones posteriores.
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siendo k£ una constante arbitraria. Pp se representa por un area bidimensional.

Para k£ = 1 valdra el doble de la superficie rayada en la figura 1.1.

Y evidentemente, la exigencia y cifrado a priori de una fiabilidad suficiente permite
establecer rigurosamente una k y consecuentemente un recinto de integracion, o

de incertidumbre, en cuyo interior se encontrara el valor exacto X, desconocido.

Por ejemplo, para k = 1, caso representado en la figura 1.1, la integral definida (10)
resulta igual a 0,68 y con k = 4 resulta igual a la unidad con error despreciable en la
inmensa mayoria de los casos, sea cual fuere la exigencia a priori establecida. Quiere
decir que con certeza puede aceptarse que el valor adoptado X, se aproximaré al

exacto X, en menos de 40, .

Desconocemos el punto sobre el eje de abscisas X/x de la figura 1.1 donde se halla

X, , pero se cumplird que

X, —40, < X, < X, + 40, (12)

y si el error o aproximacion ex = +4o,es aceptable, X, resuelve irreprochable-

mente y con todo rigor el problema.
Resumiendo:

oF (X)=M = u, = X, es el valor més probable, solucién adoptada. Coincide en

el presente caso el valor méas probable a priori y a posteriori.

e La funcién de probabilidad de X es

LR - &)
P=P(X)=P(@)= gor-e¢ 2\ = g e i\

e Se cumple que X = 0,.T + p, = (am)%.T—l—,ux =B.T+ M, donde T~ N (0,1).

e El lugar geométrico de los puntos X/z equiprobables con una probabilidad
arbitraria P = P (X) = P (x) se reduce a dos valores aislados de X/x tales
que X = pu, o = M £z, donde suele medirse z = £k - 0, en desviaciones tipicas

sobre el valor mas probable.
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e La probabilidad Py = P (] z |< ko,) , concierne a los puntos X/z cuyo lugar
geométrico es el segmento de recta sobre el eje de abscisas que une los valores
anteriores y se expresa como | z |< ko, . Su valor viene dado por la integral

definida simple de la funcién normal de Gauss

M+kox +kox +kox

Po= [ P(X)-dX= [ P(a)-dr=2- [ L e (&) do=
M—kox —kox 0 o
f 1 L2 k

extendida al segmento de recta anteriormente citado considerado como recinto de

integracion.

Geométricamente esta representada por el area bidimensional plana encerrada por
la curva P = P (X), el eje de abscisas y las rectas © = +k-0,. Doble de la superficie

rayada en figura 1.1, representativa del caso k = 1.

Consideremos a continuacién el caso mas complejo de dos variables normales
representativas para fijar ideas de las coordenadas de un vértice A en planimetria

y sea su expresion

Y~ N (py, oy) (14)

A (Mx, My), coordenadas valores mas probables ajustadas. Con menor rigor

pueden entenderse también a priori.

A posteriori serian los valores compensados que, salvo decisiéon especifica y
justificada en contra, se supondran obtenidos por aplicacion del Método de Ajuste

Gaussiano de Incrementos de Coordenadas, desarrollado en trabajos anteriores?.
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P(X.Y)

P(xy)

YCP YC

XCP

/ 0 (xy)
XC
X

Figura 1.2: Recinto de probabilidad normal en el caso de dos variables

Asi en la figura 1.2 ampliamos a dos variables el caso de una anteriormente

estudiado.

Directamente podemos escribir®

P<X7 Y) = P<x7 y) = ﬁ ’ 5'S'e ‘_% '6_%'(X_M)T"7XX_1'(X—M) =

=l [ i)

con notacién bien conocida, siendo

X=M+z (16)

2Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, N. QUESADA OLMO, M. VILLAR CANO, J.M. PAREDES
ASENCIO, A. MARQUES MATEU, “Ajuste Gaussiano de redes por el método de Incrementos de
Coordenadas”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital.
Valencia, 2011.

3Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, FR. GARCiA GARcCia, M. VILLAR CANO. “Recintos de
error y su interpretaciéon en el ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y
ajustada por Incrementos de Coordenadas”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista
Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia, 2012. Pg 159 y sig.
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verificindose ademés
X=B-T+M (18)
Vector normal multivariante de coordenadas compensadas, donde

B=(oxx)? = (0,0)2  (19)
M=E(X) (20)

T~N(,1) (21)

siendo X, M, x, T, vectores columna de dos componentes.

Las expresiones (15) se representan en la figura referidas a unos ejes arbitrarios

Oxy y su trasladado de vector M, O,,, resultando la probabilidad méaxima:
P(X, Y)mir =P (@, Ymaz =P (X =M)=P(z=0) =

= ﬁ | OXxXX “i= ﬁ | Ose |_% (22)

por otra parte en (15) tomando neperianos

—2
L'<2'7T‘P~|am|%) =C*=2".0.} z=

rx

-1

= (1, ) 1= @

_é.(2.2 2.52_9.0.q- )_
= Zaer, Ty Ty oy =20y Ony) =

252 2 2 2 (2.2 2
=z 0, ty 0, =2 xy -0, =0C '(O'x'O'y—O'xy)

10
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haz de elipses con centro en el vértice compensado A¢c y ejes paralelos , siendo
1 —2 .
L- (2 e P Oy |§> = C? = Constante para una P determinada

Asi en la figura 1.2 se representa el haz de elipses de probabilidades constantes ®p

secciones planas y paralelas de (15) por planos P = Constante.

Para la probabilidad correspondiente a C' = 1 se obtiene la elipse standard de Ag

ES=a2*-0,+y*-0,—2-x-y-0py—0s-0,+05,=0

ES=x -0} - 2—-1=0 (24)

y del mismo modo que en (10), la probabilidad de que el vértice exacto A, se
encuentre dentro del recinto de incertidumbre o error definido por la elipse ®p

valdrd en este caso la integral doble

1

Py = ffﬁ | 00 |_% 2@ Oea T o dy (25)
b

donde en el exponente de la funcion subintegral aparecen los términos cuadraticos

de la elipse standard ES. La integral se extiende en principio al recinto

P=p=a*-0,+y*-0.—2-7-Y Opy =

-2
:L-(Q-’]T-P-|O'm;|§> (0202 —02) (26)

elipse homotética de ES y razon C, arbitraria.

El resultado es un volumen como el de la figura 1.3, formado por dos secciones
acoladas: un cilindro recto con base en el plano del levantamiento Ozy y centro
en el origen O, base la proyecciéon ortogonal de la elipse ®p sobre dicho plano,

generatrices verticales hasta cortar a la superficie de probabilidad P = P (zy),

11
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P((X,Y)
P(xy)
Y
Oxy
YCP YC
XCP
XC O (xy)
X XC
X

Figura 1.3: Volumen formado por un cilindro recto que corta a la superficie de
probabilidad P = P(z,y)

que evidentemente lo hard en ®p, cubierto por el resto de la superficie citada,
hasta su vértice en P,,,..

El calculo directo de (25) puede abordarse practicando una rotacion de los ejes
OXY, Ozxry un mismo angulo hasta situarlos en la direccion de los ejes de las

elipses ®p, en Oxcyc ¥ Ogeye Tespectivamente (fig. 1.3).

El cambio de variable por rotacién bien conocido

=TTz (27)

con I' = matriz de autovectores columna de o, resuelve la cuestion, transformando
las elipses ®p a su expresion canodnica desapareciendo las covarianzas, cuyo
significado fisico resulta a lo menos dudoso, al depender su existencia de un

operador geométrico.

12
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Ye Ye

y practicandolo en (25) se obtiene

1.( =2 ?)
Py = ffﬁ | Ozx ‘_% e’ <U%C wic) . dmc ’ dyc
(]

x

1w _1
:ﬁ‘awx ‘7% .ge QU%CC.dxC.e 2

integral de variables separadas.

Sin embargo, establecer los limites de integracion con el recinto eliptico considerado
no es facil. Y por otra parte y a efectos practicos, el recinto de integraciéon puede
y debe modificarse si con ello se facilita el calculo o se obtiene mayor informaciéon

en el resultado.

Asi, sabemos por teoria conocida que la proyeccion de cualquier elipse ®p, sobre
sus ejes coordenados, en su caso més general, vale 2 -0, y 2-0,* En nuestro caso

canoénico se proyectard segin los ejes y se tendré

Ope = Q (30)

Oye = (31)

Y en definitiva, puede resolverse el problema cambiando el recinto de integracion,

que también es de incertidumbre por el mucho méas cémodo

|2, |<C-a=C "oy
U= (32)

|y [SC-b=C "0y
En su caso mas general, con C' = constante arbitraria, rectangulo con centro en el
vértice compensado A (X¢p, Yop), que es también el origen Oxy, circunscrito a la

elipse elegida ®p, tangente en sus vértices y de lados sus ejes 2-C' -ay 2-C -b.

Mas coherente con el caso anterior, de segmento de recta.

Definitivamente
4 Ibidem. Pg 70 y sig.

13
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Py =
1 1 +b:+c'0'yc _%. ng +a=4+C-0zc _ 1, zg
— —5 2 52
— 2 ‘ Ozx ‘ 2 f e " e - dy, - f e * i - dx. (33)
—b=—C"0yc —a=—C"-0zc

probabilidad de que el vértice exacto A. se encuentre dentro del recinto V.
Adicionalmente, la utilizacion de la constante C' permite calcular en (23) la

probabilidad P asociada a los puntos de la elipse ®p inscrita en W.

Es inmediato tipificar (33) mediante el cambio de variables

T — Ze — Ye

Ozc Oyc

dve = 04 - dT = dy, = 0y - dT (34)

siguiéndose
Py =
+b=+c‘0yc 5 +a=+4+C"-0zc 1 2
1 1 —ir ) —Llr _
T —— f e 2 Oye - dT’ e 2 Ope + Al =
—b=-C Oyc —a=—C'04¢
FCoye 1.2 +Coac 1.2
1 —lr 1 —ir
e PIE——— 2 . . o —_— 2 =
2 o= { e T -2+ o= { e dT

=2.N(0,1)§- =2 [N (0, )§]*=[2-N (0, )F]°  (35)

resultando evidente la relacion con (10) en el caso anterior, que se obtiene

particularizando el presente para una sola variable.

Asi y completando el anélisis, (35) representa la probabilidad anteriormente
mencionada de que el vértice exacto A, se encuentre dentro del recinto ¥, y de que
sus coordenadas X 4., Y. disten de las compensadas Xcp, Yop a lo mas +C - a
y £C - b respectiva y simultaneamente, siendo en nuestra opinion esta iltima

caracteristica fundamental para nuestro trabajo profesional.

14
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La generalizacion para tres dimensiones es trivial y de nuevo se obtiene en la

practica la certeza para C' = 4.
Resumiendo:

e F(X) = M es el valor mas probable, solucion adoptada. En rigor debe utilizarse

el valor ajustado gaussiano a posteriori.
e La funcién de probabilidad de X es

P(X,Y)="P(z,y) =55 | oxx : e 5 (X=M)Toxx T (X=M) _

e Se cumple que X = B-T+M, vector de coordenadas compensadas mas probables,
donde B = (0xx)2 = (045)2, T ~ N (0, 1) y M = E (X).

e El lugar de los puntos X/x equiprobables con una probabilidad arbitraria
P = P(X) = P(z) es una de las elipses con centro en el vértice compensado

Ac vy ejes paralelos
N\ 2
L'<2'7T~P~|am|5> =C?=a2"- 0} 2=

-1

B 0y Oy x|
(x, y) - ) =
Ory Oy Y
f— —l . 2 . 2 2 . 2 —_— . . . pr—
i (x o, ty o, —2-x-y ny)

L2522 2 o 2 (2 2 2
=z*-0,+y o, —2-x-y -0y =0C (o2 oy, axy)

siendo C? = Constante para una P prefijada.

|z, |<C-a=C"-o0g
e La probabilidad conjunta Py, donde ¥ = , concierne
|y |SC-b=C -0y

a los puntos X/x cuyo lugar geométrico es el rectangulo definido por las rectas
< |"]jc|:C.aj:C.o'xc >
|y |=C-b=C" 0y

15
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Su valor, previas las transformaciones por rotacién antes descritas, es el de la

integral doble de variables separadas de la funcién normal bivariante de Gauss

Py =
L 1 +b:+c‘0'yc 1 T2 +a:+c‘azc 1 T2
= 27 OzcOye ’ f e 2 ’ Uyc ’ dT ’ f e 2 *Ogc* dT =
—b=—C'0yc —a=—C"-0zc
+b:+c'ayc 1 o +LL:+C'O'QCC 1 5
=27 [ e2T.dT-2. . ez dT =
V2 V2
T 0 T “o

=2-N(0, 1)§ -2+ N (0, 1)§ =22+ [N (0, 1)§]* = [2- NV (0, 1)§]*

extendida al rectdngulo antes definido considerado como recinto de integracion.

Geométricamente y supuesto C' = 1, figura 1.3, corresponde al volumen formado
por dos secciones acoladas, a saber: un prisma recto (no representado) con base
rectangular en el plano del levantamiento, centro en el vértice compensado A (X¢p,
Yop), que es también el origen Ozy, circunscrita a la elipse elegida ®p, tangente
en sus vértices y de lados sus ejes 2 -a y 2 - b, aristas verticales hasta cortar a
la superficie de probabilidad P = P (xy), segin dicho rectangulo, cubierto por el

resto de la superficie citada, hasta su vértice en P4,

Es claro que el caso de una variable se deduce como una particularizacion del
presente de dos variables. Del mismo modo, la extension a tres variables (un vértice
en el espacio tridimensional) es inmediata segin lo expuesto, debiendo senalarse
que los calculos resultan mas prolijos y la interpretacion geométrica de la integral
triple de probabilidad resultante es un hipervolumen tetradimensional, sin realidad

fisica.

Finalmente, el caso méas general corresponde al ajuste , compensacion gaussiana e
interpretaciéon de resultados de una red local, bi o tridimensional, formada por un

ntmero cualquiera de vértices.

16
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Asi el vector de variables X asociado a la red tendra un nimero par de componentes
si se refiere a una red planimétrica o bidimensional y un ntimero impar y miltiplo de
tres si tridimensional. Y como de nuevo esta tltima es una extension de la primera,
con alguna complicaciéon adicional de calculo, nos referiremos a continuacion
monograficamente al caso planimétrico mas general, con un nimero de vértices

igual o mayor que dos.y de coordenadas n > 4.

La red propiamente dicha se representa por el afijo de X referido a un sistema de

ejes cartesianos n-dimensional.

El desarrollo inicial es en principio generalizaciéon puntual del anteriormente

expuesto.
Resumiendo:

e £ (X) = M es el valor mas probable, solucion adoptada. En rigor debe utilizarse

el valor ajustado gaussiano a posteriori.

e La funcién de probabilidad de X es

P(X) = P(I) == + | OxX |_% -e_%‘(X_M)T‘UXX*Iv(X—M) _
(2~7‘r)?'"

1 1...T -1

_ —s szl
= — | 04 |72 €72 o

siendo n = numero de coordenadas generado por los vértices de la red, obteniéndose

los casos anteriores particularizando para n =1, 2.
e Se cumple que X = B-T+M, vector de coordenadas compensadas mas probables,
donde B = (0xx)2 = (045)2, T ~ N (0, 1) y M = E (X), que define en su caso

més general la distribucion normal multivariante de las componentes del vector X.
Siendo de nuevo los casos anteriores particularizaciones para n =1, 2.

e El lugar de los puntos n-dimensionales afijos de X/x equiprobables con una
probabilidad arbitraria P = P (X) = P (z) es uno de los hiperelipsoides del haz
de ejes paralelos y con centro en el vértice compensado n-dimensional Ac cuya

ecuacion es

17



M.J. Jiménez Martinez

L-(P-(Q-W)%'”-](jm]%> =C?=qz".0} x

rx

siendo C' = Constante para una P prefijada.
Evidentemente, sin realidad fisica.

e Referido el hiperelipsoide de que se trate a forma candnica mediante la conocida

transformacion de ejes z = I'" - z, la probabilidad conjunta Py, donde el recinto

|2 |1<C-a;=C -0y

de incertidumbre es W = < >, que concierne a los puntos

1€1,2,3,...,n
transformados Z/z cuyo lugar geométrico es el hiperparalelepipedo circunscrito
J

1€l,2,3,...,n

tangentes en sus vértices, viene dada por la integral multiple®

al hiperelipsoide canénico definido por los hiperplanos<

que se resuelve por la de variables separadas

Py =
B 2 1 +C-02.1 _1T2 dT 2 1 +C-0,2 _1T2 dT 2 1 +Coun 1 72 dT _
— . \/77 . {]1 e 2 . K)o \/77 . { e 2 . 2 \/77 . \g e 2 . —

=27 [N (0, 1)§]" =[2-N (0, 1)§]"
extendida al hipereparalelepipedo U antes definido considerado como recinto de
integracion.
No existe evidentemente representacion geométrica con realidad fisica.

Y a partir de lo expuesto el problema préctico puede asi plantearse en toda

su generalidad. Se trata en definitiva de conferir realidad e interpretacion fisica

SIbidem. Pg. 29 y sig.

18
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practica y rigurosa, bi y tridimensionales, a la doctrina descrita. Es posible, y
en trabajos anteriores nuestros se ha desarrollado y tratado exhaustivamente una

solucion® a la que nos remitimos. No insistiremos sobre ella.

Queda extender la doctrina a la densificacion de la red de que se trate hasta
alcanzar cualquier punto de la superficie cubierta, interpretando el resultado sin
pérdida de rigor y supresion o sustancial ahorro en trabajo de campo adicional.
Es el objeto del trabajo que sigue, en el que aplicaremos con algin avance
incorporado tal vez importante, la doctrina del Problema Principal de Diseno,

también desarrollada por nosotros con anterioridad’.

6 Ibidem. Es el objeto de la publicacién citada.

"M. CHUECA PAzos, A. B. ANQUELA JULIAN, S. BASELGA MORENO “Disenio de Redes
y Control de Deformaciones. Los problemas del Datum y Principal de Disefio”. Universidad
Politécnica de Valencia. Valencia, 2007. En las paginas que siguen reproducimos basicamente
nuestra teoria del PPD y entendemos que por primera vez, la aplicamos a una red real, con todas
sus consecuencias.
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Capitulo 2

CUESTIONES CONCEPTUALES

2.1. CASO MALLA RECTANGULAR

Con anterioridad! hemos desarrollado el estudio de los distintos recintos de error
asociados a los vértices de una red libre o ligada, ajustada por Gauss-Marcov,
a priori y a posteriori, individualizados por separado y en conjunto o conjuntos
simultaneos, estableciendo siempre sus expresiones algébricas e interpretaciones
geométricas correspondientes desde la consideracion de la red completa hasta su

particularizacion puntual en un solo vértice cualquiera.

Asi mismo se ha completado la doctrina estableciendo distintos criterios de
aproximacion al conocimiento, interpretacion estadistica y probabilistica y

cifrado consiguiente con cualquier poder de afirmacion predeterminado de los

LCfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, A. MARQUES MATEU, J.M. PAREDES ASENCIO, M.
VILLAR CANO “Progreso en la practica del ajuste gaussiano de una red local. Método de
Triangulateracion”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv
digital. Valencia, 2010.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, N. QUESADA OLMO, M. VILLAR CANO, J.M. PAREDES
AsENCIO, A. MARQUES MATEU, “Ajuste Gaussiano de redes por el método de Incrementos de
Coordenadas”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital.
Valencia, 2011.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, FR. GARCIA GARcIiA, M. VILLAR CANO “Recintos de error y
su interpretacion en el ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada
por incrementos de coordenadas. Teoria y Praxis”. Real Academia de Cultura Valenciana.
Revista Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia, 2012.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, FR. GARCIA GARCIA, M. VILLAR CANO “Cuestiones bésicas en
interpretacion de una red clésica libre ajustada por el método de incrementos de coordenadas”.
Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia, 2012.
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mencionados recintos, siempre referidos a la red en mallas cartesianas rectangulares
generadas a partir de hipercuéddricas n-dimensionales, y particularizaciones bi o

tridimensionales.

Se trata ahora de densificar dichas mallas hasta lograr el desideratum de acceder a
la misma informacion sobre cualquier punto del espacio definido y abarcado
por la red y su evoluciéon en el tiempo. La cuestion es fundamental por si
misma y su aplicacioén practica en cuestiones de control de deformaciones, decisiva,
va que la eleccion a priori de vértices de control, por fundamentada que sea, no
garantiza en absoluto que se produzcan en ellos las modificaciones de la realidad

fisica que se pretende controlar e interpretar.

En adelante nos referiremos a la cuestion enunciada y su desarrollo correspondiente
como Problema Principal de Diseno (PPD), que se considera conveniente
desarrollar en dos partes diferenciadas. La primera se ocuparé del establecimiento
conceptual de la doctrina, en buena parte novedosa, y la segunda de la praxis
de aplicacion, deduciendo y formulando la instrumentaciéon geométrica, algébrica
y estadistica necesaria. Completard el trabajo la tercera parte dedicada a la

resolucion completa y en detalle de una aplicacion practica.

De acuerdo con la teoria conocida?, la expresion general de probabilidad
normal multivariante de n variables, representativas de coordenadas de vértices

configurando una red local reducida a un punto en el espacio E", es

P =P(X) = e [ 0y ik e b P i) T o) (36)

con la notacién usual establecida. Y aun cuando en la practica no acostumbra
a tenerse en cuenta, con todo rigor debe aceptarse la expresion anterior como a

posteriori, por serlo la matriz oxx y su determinante | oxy |.

La funcién de probabilidad a priori, con la notacién usual, seria

P=P(X)= ﬁ | Lx ’;% o~ 5 (Xn1=Mn1)T- £ (Xn,1—Mn 1) (37)
) 2

2Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano...”. Opus cit. Pg. 23 y sig. expresiones (45), (74) y (75).
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siéndolo también la matriz de varianzas X x y su determinante | ¥ x |. Otra cuestion

es la dificultad de su establecimiento riguroso, generalmente poco asequible.

En el mismo orden de ideas, el vector M = FE (X) tiene el significado fisico de
vector de coordenadas mas probable. Por consiguiente, es licito establecerlo a
priori utilizando medias aritméticas cuando ello es posible y escribiendo M = ux,
més frecuentemente por medio del camino de mejor consistencia, con la notacion

M = X, o por cualquier otro procedimiento adecuado.

Asi mismo, entendemos razonable y asi lo haremos a continuacion, establecer
hipo6tesis alternativas a posteriori. Y serd asi mismo licito particularizar M = X =
E (X), vector de coordenadas ajustadas por Gauss Marcov como méas probable. Y
en este dltimo supuesto estara rigurosamente justificado utilizar la matriz oxx y

su determinante | oxy |.

P es méxima = P,,,., para X = M. Asi se tendra

_1
P=P(X)= .11. | Ex |ni (38)

1
P=P(X)=—1"|0whi (39)

Las expresiones (36) y (39) a posteriori son generalmente las de mas facil
particularizacion y mayor fiabilidad y utilidad en la practica. Por ello y para evitar
la doble exposicidon nos referiremos en adelante solo a ellas. En cualquier caso, el

algoritmo a priori es trivial conocido lo que sigue.

Se considera a continuacion la integral definida multiple de orden n, cuya funcion
subintegral es la de probabilidad normal multivariante (36) a posteriori extendida
a un recinto ® = ®(X) en el espacio E™, adecuado al trabajo en presencia y

previamente establecido.

Po=[[[ .. [ P(X)-dX, dX;-dXs..dX,  (40)

Y practicando el cambio de variable
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X-M==x (41)

X=M+zx (42)

se genera asi en cualquier caso y previa aplicacion del método Gauss Marcov, bien
conocido y que forma parte de la resoluciéon del problema, el paso del vector de
variables-coordenadas X ajustadas al de variables-correcciones x sobre los valores
méas probables, medibles sobre el n-edro cartesiano de referencia en unidades de

desviaciéon tipica o,.

Y se tendra en definitiva

Py = Py(X) = Po(M +z) = [[[ ... fD P (M + x) - da, - dzy - das...dx, =

=/ ...q)f P (z) - dxy - dxy - dzs...dx, (43)

probabilidad de que el vector X, desconocido de valores exactos de las variables X
se encuentre dentro de un recinto prefijado ® geométricamente conocido y situado
en el entorno de X, valores ajustados. Posteriormente, la particularizacion de (43)

a uno, varios, o todos los vértices de la red completa el trabajo.
Y siguiendo rutina, en (43) la funciéon subintegral se expresa segin

1.,..T 1

P=P(X)=— |04 |np e 2% oc® (44)

donde tomando neperianos
—2L-<P(X) (2 7)™ | 0 \nn)—x ol =C%  (45)

expresion del hiperelipsoide de error HFE asociado a una red determinista
con el poder de afirmacion correspondiente a una probabilidad P = P(x) ,

arbitrariamente prefijada. Se tiene

1
oxx —Um—ao S~
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Oxx =0pma =225 (46)

R(oxx) = R(04) = R(S™) = R(S) = n = completo

Y segtin sabemos?, el hiperelipsoide de error HE permite acceder a recintos
¢ = &(X) = ®(x), de tipo hiperparalelepipedos circunscritos a HE, que facilitan la
aplicacion del Anélisis Multivariante a la interpretacion de resultados en el ajuste
de Redes Locales especialmente por medio de la integracion de (43) separando
las variables, y sus correspondientes particularizaciones por secciones planas a

cualquier grupo de vértices de la red en estudio.

A continuacion, para fijar conceptos, y mejor avanzar en la correcta comprension
de la doctrina que desarrollamos, merece la pena insistir sobre algin aspecto de

las hipersuperficies HE.

3 Ibidem. Pg. 20 y sig.
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En la figura 2.1, representacion espacial idealizada del espacio E™, imaginemos
que X es el afijo del vector X,,; de los valores ajustados por Gauss-Marcov de
las coordenadas de la red en estudio referidas a un n-edro cartesiano rectangular

arbitrario no representado.

Trasladando dicho n-edro paralelamente a si mismo hasta que su origen O coincida
con el punto X, puede imaginarse como el haz de rectas concurrentes en X
representado, bien entendido que todas ellas seran también ortogonales entre si, y
nulo en consecuencia el producto escalar de cualquier pareja de vectores situados

respectivamente sobre dos cualesquiera de ellas.

Dicho n-edro trasladado seré el de referencia de las variables-correcciones z. Y el
lugar del afijo del vector x serd el hiperelipsoide HE de n ejes y ecuacion (45) con

centro en el origen O = X.

El hiperelipsoide HE en general serd no candnico y sus ejes no coincidiradn con
los de coordenadas. Ser& objetivo esencial del proyectista conseguir que no sea asi,
y para ello debera lograr una matriz de criterio a posteriori tan diagonal como
le sea posible 0., ~ diag 0, siendo i = 1,2, 3,...,n. Ademaés tratara de alcanzar
como condicion muy favorable para la correcta interpretacion de resultados que

las longitudes de los ejes de HE sean muy semejantes.

En el limite, una hiperesfera seria la figura perfecta. En la practica, un
hiperelipsoide HE casi-canonico y casi-hiperesférico, debe ser el resultado del buen

hacer del proyectista. Es lo que se ha pretendido representar en la figura 2.1.

Supuesto para fijar ideas que estamos tratando del caso planimétrico (la extension
a tres dimensiones no ofrece dificultad mayor), la cuestion siguiente es trasladar la
informacion geométrica contenida en la figura 2.1 y el algoritmo algébrico que la

sustenta al plano del levantamiento, de forma 1til y rigurosa.

Al fin y al cabo se trata de una generalizacion de tecnologia cartografica basica.
Si ésta trata de representar en un plano bidimensional espacios tridimensionales

expresando analitica y graficamente la correspondencia de sus dos geometrias,
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Xi

ai

aj X

Figura 2.2: Plano coordenado cualquiera del Hiperelipsoide de error

ahora se trata de lo mismo, generalizando el espacio tridimensional a un nimero

arbitrario n de dimensiones.

Existe sin embargo una diferencia importante. En la Ingenieria Cartografica clasica,
los dos espacios relacionados (tri y bidimensional), tienen realidad fisica. En el caso

general que estudiamos, la realidad fisica solo corresponde al espacio bidimensional.

Asi, en la figura 2.2, representativa del n-edro de referencia de las variables x en
figura 2.1, si se corta al hiperelipsoide HF, que hemos supuesto canénico, por un
plano coordenado cualquiera Oz;x; = Xx;x;, se obtendra una elipse canoénica de
semiejes a;, a;, pero el eje Ozt de la variable z; tiene existencia real, asi como el
eje Oxj de la variable xj. Ambos ejes definen un plano que coincide con el del
levantamiento. Llevando sobre éste el origen O al punto (X;, X;) conservando el
paralelismo con el sistema general OXY', se obtiene (figura 3.3) un sistema local

Ox;z;, y sobre él representada la elipse de error segin
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Figura 2.3: Elipses can6nica y no canénica. En trazo grueso la no canonica

2 2 2 2
T3 5 T3 Ty
2 T = 2 2 1 (41)
a; bj fojetl Oj

por teoria conocida y donde hemos supuesto el coeficiente de homotecia C = 1

para simplificar.

Pero si la secciéon plana fuera no canodnica, la elipse seccién hubiera resultado de

la forma

ESEO'i'y2_20-xy'$'y+U§'x2:(Oiag_o’gy) (48)

en ambos casos la proyeccion ortogonal de la elipse sobre los ejes locales de
coordenadas por tangentes paralelas a aquellos da lugar a rectangulos circunscritos
cuyos semilados valen siempre las desviaciones tipicas ©,;, 0., esencialmente
variables segtin la situacion de rotacion del sistema de ejes, pero conocidas por
serlo o,,. Es obvio que resultados idénticos se obtienen girando los ejes O xizj en

el plano que los contiene, sin perder realidad fisica.
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X, Xy Xe, Xj) (Xns Xj) Xi, Xj
(Xf s Xk) g1 Xk) (Xh s Xk) (Xi s Xk)
(ng @ {ng X (thxl) (Xi! Xl)

(Xf » Xm) (Xg » Xm) (Xh! Xm) (Xi ’ Xm)

Figura 2.4: Red local de 4 vértices basicos iniciales y 12 correlativos

Si el punto (X;, X;) es un vértice de la red, (47) o (48) sera su elipse de error,
geométrica y analiticamente segtin es bien conocido. Pero si no pertenece a la red
correspondera a uno de los nudos de la malla rectangular de la figura 2.4, donde
se han representado cuatro vértices libres de una red local formando un trapecio

irregular.

En dicho supuesto, puede densificarse la red con 12 puntos maés, llamados
correlativos, segin es evidente en la figura. Y la informacion de cada uno de ellos
tendra la misma calidad que la de los cuatro vértices basicos iniciales, supuesto
correctamente realizado el imprescindible trabajo de replanteo en el terreno. La
densificacion lograda es claramente importante. Y ello considerando como venimos
haciendo solamente el caso planimétrico. La elemental extension a tres dimensiones

da lugar l6gicamente a una densificacion mucho mayor.
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Con menos inmediatez, pero también es asequible seglin veremos en lo que sigue,
acceder a andloga informaciéon con el mismo poder de afirmacion asociada a
cualquier punto arbitrario replanteable en el espacio abarcado por la red, formando
o no parte de ella, mediante rotaciones de ejes adecuados y sin perder la realidad
fisica. Un primer procedimiento (Figura 2.5) consistird en rotar los ejes locales
Axy y Bxy correspondientes a dos vértices A y B de una red local ajustados por

Gauss-Marcov un mismo angulo arbitrario 0 hasta Az'y’ y Bz'y'.

Demostraremos que la operaciéon conserva la realidad fisica, define dos nuevos
puntos en M, interseccion de los sentidos positivos de By y Az’ y N (no
representado), interseccion de los negativos de Bz’ y Ay, e interpreta sus datos
métricos y figuras de error con el mismo poder de afirmacion obtenido en A y B,

supuesto efectuado un replanteo correcto de M, N.

Se conserva la ortogonalidad de los ejes locales en M y N y puede extenderse la
densificacion obtenida variando el angulo arbitrario § a cualquier punto del arco

capaz de % - sobre AB. Es decir, la circunferencia de dicho didmetro.

Finalmente, y ello es esencial en la teoria y praxis que nos ocupa, se podra aplicar
Analisis Multivariante en todos los aspectos y particularizaciones estudiados y
resolver por variables separadas las integrales multiples formadas agregando a las
ya existentes las coordenadas de los vértices y las longitudes de los lados de los
rectangulos de error asociados a los puntos de densificacion. Para ello bastara con
volver a referir toda la red, incluyendo los nuevos puntos densificados, al sistema de
referencia inicial OXY'. Asi, sera preciso deshacer la rotacién practicada mediante
una nueva rotacion adicional de argumento —¢ a los sistemas locales en A , B y

M.

La cobertura del espacio ocupado por la red mediante las dos técnicas de
densificacion descritas es ampliamente suficiente en la gran mayoria de los casos,

como puede apreciarse en la representacion de la figura 2.6.
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Figura 2.5: Giro § de los ejes coordenados

No obstante, puede surgir ocasionalmente la necesidad de estudiar algiin punto o
grupo de puntos especifico no cubierto por la metodologia anterior. En este caso,
es inevitable acudir a rotaciones de distintos argumentos, lo que obliga a trabajar
en parte del proceso con coordenadas oblicuas, lo que es generalmente laborioso.
Asi, en figura 2.7, dos rotaciones de argumentos d y v en los sistemas locales de

referencia en A y B definen como en el caso anterior el punto de densificacion M.

En consecuencia, el sistema de referencia local M, 4,5 del vértice de densificacion

M resulta de ejes oblicuos formando un angulo

o=Lm—(6-7)  (19)

2

Ello obliga a trabajar, segiin se dijo, en ejes oblicuos, manteniéndose la ineludible

necesidad final de pasar de nuevo a los ejes ortogonales OXY del levantamiento
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Figura 2.7: Giro 0 y « de los ejes coordenados
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junto con la totalidad restante de vértices y puntos de densificaciéon mediante la o
las oportunas rotaciones, segtiin se deducird y formulara mas adelante, y a efectos

de poder aplicar Analisis Multivariante.

El procedimiento es sencillo, aunque prolijo, y a poco grado de reiteracion que
requiera el trabajo es aconsejable proveerse del adecuado apoyo informatico

especifico en evitacion de errores y ahorro de atencién y tiempo.

Como en el caso anterior y con el mismo condicionado y poder de afirmacion,
puede extenderse la aplicacion a cualquier punto del arco capaz de angulo 6 sobre

AB.

De acuerdo con lo expuesto y sin necesidad de nuevos trabajos de campo, con
excepcion de los inevitables y generalmente sencillos replanteos de densificacion que
sean menester, es posible acceder con resultados totalmente homogéneos en rigor,
precision e interpretacion, a la determinacion de la geometria de cualquier punto y
cualquier zona de la superficie abarcada por la red local inicial. Es posible, y puede
considerarse como un avance destacable, modelizar con las condiciones técnicas de
calidad descritas, espacios practicamente “solidos”, con miles de puntos, utilizando

instrumentacion de barredores laser.

Es banal la ampliaciéon y generalizacion de la doctrina y praxis planimétrica
descrita a tres dimensiones agregando por separado la altimetria, no ofreciendo

dificultad sensible tampoco su aplicacion directamente tridimensional.

Y nada mas habria que agregar en lo concerniente al supuesto determinista
o de redes ligadas, de aplicaciéon formalmente exclusiva en la préctica actual
de la profesion , y que hemos venido considerando hasta ahora. Sin embargo,
adelantando ideas y desarrollos que figuran en las paginas que siguen, ello supone
aceptar en primer lugar error cero en todos los vértices de apoyo, que implica una
contradiccion basica en si mismo. Y si se considera posible la existencia de error
mensurable y apreciable, que pueda llegar a influir en los resultados finales de un

posible trabajo, presente o futuro en un previsible horizonte exigencia creciente,
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es inevitable modificar las hipotesis de partida y considerar a la red a lo menos
como dividida en dos zonas que llamaremos “de distinta significacion”, a saber: la
zona de los vértices de apoyo, que supondremos de error minimo, pero existente,

y la de los vértices libres, a determinar.

El problema se resuelve segiin se verd en las paginas que siguen, mediante
la aplicacion fraccionada del algoritmo de las redes libres, solucion inversa
generalizada reciproca, resolviendo cada zona con dos matrices especificas de

criterio distintas.

En cualquier caso y tratandose de una red libre se tendra

R (S) = (n — d) = incompleto (50)

d = defecto de rango
y escribiremos sucesivamente, segin sabemos

r=S5-AT.P. K

Qm:S—-AT-P-QK~(S—-AT-P)T:S—-AT-P-Q-P-A-S—:
S AT . P.A.§ =S .S.5  (51)

siendo ST matriz inversa generalizada reciproca arbitraria.

Y por consiguiente
OXX = Oga =— Ug ’ sz = 0(2) -S” (52)

existiendo infinitas soluciones. Entre ellas, la solucién con matriz seudoinversa
tnica S
_ _ 2 _ 2
OXX = Ogg =0 * me =0yp S+ (53)

33



M.J. Jiménez Martinez

generalizacion de (11), pero siempre con defecto de rango = d
R(S)=R(S7)=R(ST)=R(04)=n—d  (54)
resultando nulo el determinante de la matriz varianza covarianza a posteriori o,
| 02e |= 0 (55)

Con lo que, en el caso de Red Libre, las expresiones (44), (45) y (46) no tienen
sentido. No es posible aplicar Anéalisis Multivariante en la misma forma que lo
hemos hecho en la Red Ligada. Es razonable porque, por definicion, el vector = de
variables-correcciones es indeterminado, sus componentes adoptan infinitos valores,
y no existe distribucion estocastica especifica alguna. No existe hiperelipsoide
ni hipercuadrica de error en el espacio £" andlogos a los estudiados en el caso

determinista, red ligada.

No obstante, aplicada que sea una solucion inversa generalizada a la red, lleva
implicita lo formulacién de una matriz varianza covarianza o, de la forma (52) ,
rango incompleto, como mas adecuada para la red en presencia. Pero, en cualquier
caso, ello equivale a determinar una descripcion de los errores esperados en las
variables z, estableciendo distribuciones normales para todas ellas y cifrando
covarianzas y desviaciones tipicas individualizadas.

Podran formularse las expresiones analogas a (45) y (46)

A T,
p p

Oy Ty =T

Sz, =k (56)

Q
o™

donde k es un coeficiente de homotecia adimensional, sin significacion probabilis-
tica alguna.

Nada que ver con el parametro C' de (45). Pero sea cual fuere la solucion adoptada

R-P-R
m—R (S)

para la red, la varianza a posteriori del observable de peso unidad o2 =
serd invariante por definicion de solucion Gauss Marcov. S, matriz de diseno, es

constante en todos sus elementos y la expresion (56) serd una forma cuadratica
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en K™ de tipo hiperelipsoide en que un nimero de ejes d = defecto de rango de
S tienen longitudes ilimitadas, infinitas. Es decir, un hipercilindro, recto tnico
con hiperelipsoide directriz de n — d dimensiones y d direcciones generatrices

ortogonales entre si, afectado de un coeficiente de homotecia arbitrario k.

Sus secciones planas no paralelas a las generatrices del cilindro adoptan
evidentemente la forma y expresion méas general (48) y pueden considerarse elipses
de error. Mas propiamente y describiendo determinada realidad fisica, en algtn
caso las llamaremos de sensibilidad. Y a fortiori (56) serd una figura de error de
la red completa segin rutina, representada por el afijo del vector X en E™, tinica

sea cual fuere la solucion adoptada.

Avanzando un trecho maés, veremos que la mejor solucion (51) adoptada para la
red puede resolverse mediante dos matrices, una inversa de Cayley aplicable a la
zona de vértices libres a determinar, con lo que estamos en el caso anterior, y otra
seudoinversa, aplicable a los vértices llamados de apoyo o fijos, que se entiende

como de error minimo.

Y asi estamos ya en condiciones de expresar el concepto de caso mas general
de resolucion, densificacion e interpretacion del ajuste Gauss Marcov de una red
local. Para fijar ideas, supongamos que se trata de la red planimétrica de cuatro
vértices que venimos estudiando en esta publicacién y otras anteriores. Sea su

representacion la figura 2.8.

Sean las dos zonas de distinta significacion A y B, siendo A la correspondiente a

los vértices a determinar V1 y V2 y B los puntos de apoyo V3 y V4.

La zona A, vértices V1 y V2 senalados con un circulo opaco de trazo fino
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Figura 2.8: Densificacion de la red planimétrica de cuatro vértices

se densifica con sus dos correlativos igualmente representados, con informacion
probabilistica, y, en su caso, con nuevos puntos definidos por arcos capaces, no

representados.

En la zona B, se determinan las elipses de sensibilidad, no probabilistas, de sus

vértices V3 y V4, senalados con un circulo transparente de trazo grueso,

Se densifica la informaciéon con dos puntos mas anilogamente marcados y sus
elipses de sensibilidad, utilizando segiin técnica conocida la abscisa de uno de los

dos puntos y la ordenada del otro y viceversa.

Y con el fin de seguir acumulando informacién sobre la red, nada impide acudir a

la solucién seudoinversa completa ST y obtener nuevas elipses, que llamaremos de
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transicion, referidas a puntos con abscisas procedentes de la zona A y ordenadas de
la zona B y viceversa. No probabilistica. Senialados en la figura con un rectangulo

opaco de trazo fino,

Podria aplicarse la técnica de arcos capaces, pero con la densificaciéon conseguida
a través de todo lo que antecede y siempre contando con el imprescindible buen
hacer del proyectista, creemos que la cuestién queda suficientemente enmarcada
y ordenada en su aspecto conceptual. Procede ahora ocuparse de la deducciéon
y establecimiento del algoritmo geométrico, algébrico y estadistico de aplicacion

practica y normativa de interpretacion.

Consideramos la hipercuadrica de error més general en el espacio E™, que para fijar
ideas entendemos asociada a una red ligada, sin que ello suponga restriccion alguna
a su utilidad practica, segin se ha justificado en toda la exposiciéon que antecede,
resultando asi un hiperelipsoide en general no canénico H E con centro en el origen
de coordenadas. Del mismo modo supondremos la red planimétrica, siendo trivial

su extension a tres dimensiones. Asf escribimos con la notaciéon usual?.

_ T N
HE =210, Tp1=2 0, x=C (57)

) 1o -2
donde C? = L - <P (X)-(2-m)2" | 04 |én>

referida al n-edro euclideo n-rectangular
) (Z‘l, Loy, X3y Ly Ljy oo Ty Llovry Tn—2y Tn—1, In)

Que se expresa también como

4Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT.,“Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada...”. Expresion (76). Opus Cit.
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_ T 1
HE—$n719_2'Sn

a priori, que acostumbra a aplicarse con s = 1 segin

HE =x) - Spn-ap1=2a" -5 -2=C"

y COmo
HE — 1 1 _ 1
= .’13”71 . —g . Sn,n . .ﬁEn’l =T -

a posteriori

S
)

=2 (58)
(59)
=2 (60)

obteniéndose sucesivamente las expresiones standard para C' =1

HES =), -0} api=a"-0.-x=1 (61)
HES =z 4 S, zp1=2"-5 . 2=1  (62)
HES =xl - Syn-ap1=a"-5-2=1 (63)
HES::ciyig-Sn,n xml—:cT-U% r=1  (64)

Y todos los hiperelipsoides no canénicos HE

(22),(23),(24),(25), y HES

(26),(27),(28),(29) respectivamente estaran inscritos segin se demostrd en el

trabajo anteriormente citado en hiperparalelepipedos rectos rectangulos simétricos

con respecto al origen de coordenadas, de aristas paralelas a los ejes de longitud

i€1,2,3.n
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donde [;, longitud de la arista genérica paralela al eje O,;, vy C' = k, coeficiente
de homotecia , siendo las desviaciones tipicas o,; esencialmente variables para
un mismo hiperelipsoide, dependiendo de la orientacion de los ejes del n-edro de

referencia escogido.

Del mismo modo, cada hiperelipsoide tendrd asociada una hiperpodaria HP y
HPS con la expresion y significado geométrico anteriormente estudiados®. Y solo
cuando las hipersuperficies descritas asuman expresiones canoénicas, los ejes de
hiperpodarias e hiperelipsoides coincidiran con los del n-edro de coordenadas y
sus longitudes constantes 2 - a; serdn iguales a las aristas [; y valdran el doble del
producto del coeficiente de homotecia k por las desviaciones tipicas o,;, en este caso
y s6lo en este caso también constantes, de las variables estocésticas componentes de
x, vector de correcciones de las coordenadas de los vértices de la red representadas

por las componentes del vector X. Se podré escribir

donde a; = semieje de orden de hiperelipsoide e hiperpodaria. Habra pues un solo
hiperparalelepipedo como el definido que generaré un solo conjunto de desviaciones
tipicas o0,;. En cualquier caso, la red se representara y estudiard como el afijo del

vector X en el espacio E".

Y particularizando cuanto antecede para n € 2,3 se obtendran los supuestos bi
y tridimensionales con realidad fisica y aplicacion usual®. Asi, en planimetria, la
elipse genérica de error de un vértice ( X;, X; ) se obtendra seccionando HE o en
su caso HES por el hiperplano coordenado bidimensional O x;x;, coincidente con
el del levantamiento porque ambos ejes Ox;, Ox;, estan sobre él. La extension a

tres dimensiones es trivial.

Y considerando una red planimétrica genérica, segtin antes se indico, refirdmonos

seguidamente a la figura 2.9, que es la figura 2.5 con alguna adicién ahora necesaria.

Ibidem. Pg. 6 y sig.
6Ibidem. Pg. 69 y sig.
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=XB

H=Xa

Figura 2.9: Red planimétrica genérica
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Suponemos que en la red planimétrica de que se trata (x;, z;) y (xx, ;) representan
las variables correspondientes a las correcciones respectivas de las coordenadas de
dos vértices libres arbitrarios de ella, prefiriéndose la notacion adoptada a la més
restrictiva (i, i +1 =7 )y (k, k+1 =1) y sean estos los A ( X;, X; ) =(Xa,
Ya)y B (Xy, X; )=( X, Yp ) representados sobre el plano del levantamiento y

referidos a los ejes cartesianos rectangulares OXY .

Aceptamos asi mismo la asociacién de hiperplanos bidimensionales secciones de
los HE y HES y el del levantamiento, segtin el criterio establecido para obtener
las elipses de error de vértice. Se representan sobre el plano las elipses genéricas
de vértice asociadas a A y B, referidas a sus ejes especificos Axaya, Bxpys.
En principio, de acuerdo con la teoria expuesta y segin sea la expresion de HE,
HES, utilizada, se tratara de figuras de error a priori o a posteriori Se trata de
definir geométricamente y deducir la expresion del recinto de error de un punto
del espacio sobre el que se ha observado y medido la red, cuyo lugar geométrico es
el arco capaz de % - sobre AB. Es decir, la circunferencia de dicho diametro. Sea

dicho punto M (Xyy, Yur), de coordenadas supuestas conocidas a priori.

Sea

m=tg (0)=x=x,  (67)

conocida.

M resulta ser la interseccion de los ejes Axy = Mo, = 2’4 =2’y vy Byg =
My\, = v = vy, resultado de rotar los Azy vy Byg el argumento d, conocido
(67). Ello es evidente de la igualdad de diversos dngulos en la figura. Asi, el &ngulo
< xpBx’p con vértice en B tiene los lados paralelos al < x4 A2’y con vértice en
A. Ambos son iguales y valen §. Como consecuencia, la rotacién sinistrorsum de
argumento o de los sistemas cartesianos ortogonales A xaya, B xgyg alrededor de

sus origenes A, B, describe y resuelve la cuestion.
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La figura de error (elipse) de M (2, = 24, ¥}, = y}) resulta asi ser la definida en
dicho punto como nudo de la malla rectangular generada por (59) para fijar ideas
(igualmente se podria haber tomado (58), mas general), tras afectar al sistema

Axaya de la transformacion geométrica indicada, de expresion analitica

¥y =xp-c086+Ya-senod (68)

Yy =—Ta-5end +ya-coso (69)

y al Bxpyp de la analoga

¥y =xp-cosd+yp-send (70)

le:—xB'S€n6+yB'COS5 (71)

rotaciones ambas sinistrorsum de argumento 9.

Y se accede con todo rigor a la interpretaciéon geométrica y expresion algébrica
del recinto de error del punto M (2, v);), que no es vértice de la red ni ha sido
fisicamente levantado desde ella, practicando en primer lugar al hiperelipsoide HE
o en su caso al HES, la transformacion definida por las expresiones (68), (69),
(70), (71), representativa de dos giros sinistrorsum de argumento ¢, simultéaneos e
independientes, en los planos coordenados O z4y4 y O xgyp. Posteriormente y en
forma analoga a lo establecido para los vértices de la red, la figura (elipse) de error
deseada se obtendra seccionando al hiperelipsoide HE’ o en su caso al HES’ asi

transformado por el plano coordenado O 2/, v/'.

Los cuadros de doble entrada que representan las rotaciones directa e inversa

consideradas son los que siguen.
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oy Ya

24| cosd | send

Yal| -send | cosd

(72)
B YB

g | cosd | send

y'p | —send | cosd

Desarrollemos a continuacion la expresion (59) correspondiente a H E' a priori con

s? =1 seglin

T1

T2

T

e
(k1 @2 o Xy T e e B XL e e Tp—g Tyl Tp) - S =C
Tk

Ty

Tn—2

Tn-1

Tn

(73)

y es claro que se puede expresar la transformada HE’ de HE después de las
dos rotaciones descritas, siendo x,, un eje (o variable) cualquiera antes de la

transformacion y 7, el mismo después de la transformacion, escribiendo:

~

T = X

Ym#£i, j, k1

x;=1a';-cosd—a';-send
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r;=a';-send +a'; - cosé (74)

T, =2 - cosd —a';-send

x; = —a'y-send + 'y - cos o

Y teniendo en cuenta que la transformada deducida, aplicada a la figura 2.9 se

escribira

T =T

Ym#£i, j, k1

xa=1a"4-cosd—1y' 4 send

xAa=ay-send+y'a-cosé (75)

xg=2a'gp-cosd—1y'p-send

yp=a2'p-send +1y'p-cosd

particularizando 4, j, k, [ en las coordenadas (correcciones) planas de A, B

Y asi la transformada HE’ de HE en (73), utilizando las inversas (74) deducidas

de (72) sera la expresion (76).

Y aceptando la asociacion ejes (variables) en el espacio E™ y ejes (variables) en
el plano del levantamiento E£2, el recinto de error de M, considerado como punto
correlativo definido por la interseccion de los ejes z; = 274 v 27 = ¥z en la nueva
malla rectangular generada, se obtendra en forma de elipse segtin doctrina conocida

cortando por el hiperplano bidimensional
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2’y -cosd—x';-send 'y -send+ ' cosd

—~
O
I~
S~—
™
Qo
Il
w o o
I <@
$8 83
R
\& S & 8 T
P uo"g 8
n @
g8 S5
8 8 8 8
2

x'i-cosd—a'j-send a';-send+1a';-cosd

(2 )
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es decir

0 0 .. 2/j-cosd a';-send ... —a'j-send a';-cosd ... 0 0)-

x'; - cos
;- send
.S - = (C? (78)
—2';-sen d

z'; - cos

y sobre el plano del levantamiento se tendra en definitiva la elipse de incertidumbre
a priori de M, obtenida a partir del hiperelipsoide HE' con el poder de afirmacion

que corresponda a C', del que después nos ocuparemos, y expresada segin

Sii  Sij  Sik  Sil z'; - cosd
Sii  Sii  Sik Sil z';-send
ij  Sji 5§ j i
(2/;-cosd a';-send —a'i-send z';-cosd)- ) _
Sik  Sjk  Skk Skl —z';-send
/
Sit S5 Skl Su 2’ - cosd
=C? (79)

siendo s,, = S, los elementos de orden rs y sr en la matriz simétrica de diseno S.

Y en forma simplificada se escribira:

46



RACYV Digital - EI Problema Principal de Disefio. Densificacion a partir de la Solucion Inversa Generalizada Reciproca con
Zonas de Distinta Significacion

2 Tas - Sigr - s — C* =0 (80)
o bien, particularizando para M en la figura 2.9

Sii Sij  Sik  Sil

Sij  Sjj  Sjk Sjl

(2'pr-cosd a'pp-send  —y'a-send  y'ar-cosd)-
Sik  Sjk  Skk Skl
Sit Sjl Skl Su
z'pr - cos d
/
'y - sen
M 4 _
—y' v - sen d
Yy ar - cos d
(81)

elipse de error a priori referida a los ejes cartesianos ortogonales M 2y, v, con el

poder de afirmaciéon asociado a C. Standard para C' = 1, segtin se ha reiterado.

y en forma simplificada

x’TM5~SAB-x'M5—CQIO (82)

que resuelve la cuestion completamente. El calculo y dibujo de los elementos de la

elipse es ya inmediato.

La elipse a posteriori en virtud de la expresion (60) tendra las expresiones analogas

Sii  Sij  Sik Sil

L | s si sk s

(#'pr-cosd a'pyp-send  —y'y-send Yy - cosd) - =5
o

Sik  Sjk  Skk Skl

Sit Sj1 Skl Su
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'y cos o
'y - sen d
—y 0 - sen

Yy ar - cos

2T a5 %5 - Sap - 2y — C* =0 (84)

75

con C' = 1, expresiones standard.

En su momento entraremos en la discusion y aplicacion practica de las expresiones
que anteceden. No obstante, de antemano puede entenderse su importancia como
instrumentos de elevada utilidad en diseno, proyecto, prevision e interpretacion de
resultados en Redes Locales y Microgeodesia. Entre otras prestaciones, permiten
densificar la red en presencia con nuevos puntos a cuyas precisiones se tiene acceso
con el mismo rigor que en los vértices, sin adicién de trabajo de levantamiento de
campo alguno. Es importante sefialar que, por propia definicion, el estimador o2
no se conoce a priori. Sin embargo, se presupone la red correctamente observada
y cumplimentado ampliamente el F-Test. Asi, siempre podra establecerse como
correcta hipotesis de calculo la expresion s & 02 = 1 . En su defecto, s* & o2

méas general.
Una aplicacién importante es la correspondiente a 6 = 0.

Asi, las elipses de error a priori y a posteriori asociadas al punto N (zy = w4,

yny = yp ) seran en la figura 2.9, particularizando en (81) y (83)

Sii Sij Sik Sil TN
Sij Sjj Sjk Sjl 0
— (2
(zv 0 0 yn)- ' =C (85)
Sik  Sjk  Skk Skl 0
Sit Sji Skl Su Yn

elipse a priori
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Sii Sij Sik Sl TN
1 Sij Sjj Sjk Sjl O 9
(ex 0 0 yn)- % - =C?(86)
Sik  Sjk  Skk Skl 0
Sit Sj1 Skl Su YN

elipse a posteriori.

Pero operando en (85) y (86) facilmente se obtiene las expresiones mas

simplificadas

Sis Sil TN 9
(zn  yn)- : =C (87)
Sit Su YN
elipse a priori
Sii Sil TN
(.’L’N yN>'ULg' . IC2 (88)
Sit Su YN

elipse a posteriori

A los puntos como el N, nudos de la malla rectangular de la figura 2.9 generada por
el conjunto de los ejes cartesianos rectangulares con origenes en los vértices de la
red, ejes de abscisas y ordenadas respectivamente paralelos entre si, y coplanarios
sobre el plano del levantamiento, se les conoce como vértices o puntos correlativos.

Sus elipses de error seran “elipses correlativas™.

La densificacion de la red asi generada es importante. En efecto, y en el caso

planimétrico, se pasa de disponer de

% -n = N = nimero de vértices ajustados = niimero de “elipses de vértice”

segtin el método que ya podemos llamar clésico, a

2.N)! | 2.N-(2-N—1 N.(N—1
OS'N_Q'CJQVZW_Q'(NE)!Q!: G -2 ME = N

"Cfr. M. CHUECA, ET ALT, “Microgeodesia y Redes Locales: Complementos Docentes”, pg. 91
y sig., Valencia, Universidad Politécnica de Valencia, 2003.
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N? elipses de vértice y correlativas donde 2 - C% corresponden a parejas de ejes de
ordenadas o abscisas, paralelos, que generan “elipses impropias o de infinito” de

las que no nos ocuparemos aqui.
El ntmero de elipses correlativas sera
N? elipses total - N elipses de vértice = N - (N — 1) = elipses correlativas

En definitiva, se pasa de N elipses de vértice a N? elipses totales, con notable
densificacion de la red de puntos, de estacion o correlativos, cuyo recinto de error

es conocido.

La generalizacion a tres dimensiones es muy simple. En efecto, hemos visto que
el caso planimétrico se genera a partir de una malla rectangular plana de lados
paralelos a los ejes de coordenadas cuyos nudos son los vértices de la red y
correlativos, cifrados como antecede. Es claro que el caso tridimensional se genera
a partir de una malla paralelepipédica de aristas paralelas a los ejes de coordenadas

cuyos nudos son también los vértices de la red y correlativos.

Y si se verifica ahora que

1

5 - n =N =ntmero de vértices = ntimero de “elipses de vértice”

podemos dividir la malla tridimensional total en N secciones planas paralelas a

cada uno de los tres ejes pasando por un vértice de la red.
En dicha seccion se definira 1 vértice de la red y NV - (N — 1) vértices correlativos.

En las N secciones se definirAn N vértices de la red y N? - (N — 1) vértices

correlativos.

Y en definitiva se contara con los N elipsoides de vértice iniciales, mas N?- (N —1)
elipsoides correlativos, con lo que se alcanza una cifra de N3 elipsoides en total, con
notable densificacion de la red de puntos, de estacion o correlativos, cuyo recinto

de error es conocido.

En otro orden de ideas, y volviendo al caso planimétrico, sabemos que la elipse de

error de un vértice aislado (X;, X;) de una red local ajustada por Gauss-Marcov
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puede expresarse en funcion de sus variables, correcciones o parametros, sinénimos
usuales de la misma realidad fisica, (x;, x;) , cuya matriz varianza covarianza o,;,;
se supone conocida, en la forma

-1

O vixi O-M'Ij i

(zi y;)- : =C*  (89)

Orizj Oxjazj Y

o bien

al ol cay —C?=0 (90)

17 zizj
siendo su expresion desarrollada

2 .2 2, 2 2 (42 12 2y
O~ i = 2 Ogigj ~ Ti» L+ 04 - 25 — C2(03,005 — 04405) = 0 (91)

Y serd preciso estudiar y establecer la relacion entre las expresiones (87) y (88)

con las (89), (90) v (91), si es que existe.

En principio, es claro que se trata de dos formas distintas de expresar el recinto
de error de un punto perteneciente a una red. Formando parte de la red o
considerandolo aislado. En principio, su realidad fisica y por consiguiente, su

interpretaciéon, deben ser distintas.

Pero si se puede expresar la matriz varianza covarianza de toda la red o, en forma

de banda seglin

Oy Ozizz 0 0 0 0 0 0
Oplza 02 0 0 0 0 0 0
0 0 0 02 Owaa O 0 0

0 0 0 Ou3ma 02y 0 0 0

0-2?1 -
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pudiendo escribirse lo que sigue

0‘$$ -

Oz122 0 0
0 Oz3z4 0
0 0 0
0 0 0

y del mismo modo se tendra

-1
T

siendo

-1
Tix]

-1

Og1z2 O 0
-1

0 02324 0

0 0 0

0 0 0

—1
2
O JIin
2
Ozixj Uzj

pudiendo despejarse S que adopta la expresion

2 -1
UO ’ U:z:le O
2 -1
0 00 " 02324
0 0
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
- =02 571 (93)
Ozizy 0 0 0
0 0 0 Oupmiyn
0 0 0 0
0 0 0 0
S =55  (94)
Opm; 00 0 ’
-1
0 0 0 O (n—1)m
03- —Ogixj
= - _.UQAI_UQWJ_ . J J (95)
S=o0f 05, =
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0p-0pa; 0 0 0
0 0 0 0 o2- a;(ln_l).n




RACYV Digital - EI Problema Principal de Disefio. Densificacion a partir de la Solucion Inversa Generalizada Reciproca con
Zonas de Distinta Significacion

v (87) v (88) podran expresarse en la forma

Sii Si x
x )| T = Suean =02 (97)
N Yn =Ty Vi TN =
Sit - Su YN
elipse a priori,
Sii - Sil IN
1 _ T 1 _ T -1 _ 2
(xn yN)'a_g' : =Ty 5z Su N = TN 04y, T =C (98)
Sit Su YN

elipse a posteriori que sera de la forma (91), clasica y bien conocida, es decir

0'51\7 ’ x?\f - 2O-xNyN "IN YN + O—S%N ’ y]2\7 - 02 ’ (O—S%NO-ZN - O-meN> = O (99)

que seréd standard para C' = 1, como siempre.

Lograr la matriz (92) no es inasequible. Se trata de una aplicacién del Problema
de Diseno de Orden Dos (PD2) que ya hemos tratado ampliamente. Siempre y
por supuesto, estamos hablando de una red de alta calidad. Pero en general es
méas aconsejable, y asi se viene practicando en aplicaciones anteriores, alcanzar, o

acercarse lo més posible a la matriz de criterio diagonal

Ore= 08-S = 03 - (AT - P A)™! = 02 - Qup = diag 0%, =

o2, 0 0
0 o2 .. 0
= (100)
0 0 0
0o 0 0 o2,
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ic1,2 3.n

caso particular de (92)® con covarianzas nulas que hemos tratado con detalle y
permite aplicar con rigor y sencillez el Anélisis Multivariante, fundamental en la
prediccién e interpretacion de resultados. De nuevo el objetivo es lograr que los
hiperelipsoides de error sean candnicos. En el limite, que sean hiperesferas. Y de
cualquier forma, es inutil pretender, a lo menos en el estado actual de la ciencia
y la tecnologia, formulas y métodos de aplicacion automatica que transformen en
pura rutina el Proyecto, Diseno, Ajuste e Interpretacion de Resultados de una
Red Local de Alta Precision. Sigue (y creemos que seguira) siendo una funcion de
Ingenieria Superior con mucho de arte y de toma de decisiones logicas y diferentes

en cada caso.

Teoria v Praxis siguen avanzando y ahora de acuerdo con lo expuesto, la simple
inspeccion de la figura 2.10, utilizada en anteriores publicaciones, si se refiriera
a un caso real, revela una configuracion de elipses de error heterogéneas, de alta
excentricidad y ejes muy separados respecto a los de la malla de coordenadas

locales, muy poco satisfactoria y que indefectiblemente ocasionara problemas.

Del mismo modo negativo podemos juzgar la figura 2.10, también procedente de
trabajos anteriores’. Es intuitivo que debe perseguirse una estructura a lo menos
con el aspecto de la figura 2.11, trazada a partir de la figura 2.9. Es claro que
supuesta corregida de escala, enormemente aumentada en las figuras de error

respecto a la del levantamiento.

8Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Pg 55, expresion (146) y sig. Opus cit.

9Cfr. M. CHUECA, ET ALT, “Microgeodesia y Redes Locales: Complementos Docentes”, Pg.
91. Opus Cit.
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I
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Figura 2.10: Red principal y vértices correlativos

95



M.J. Jiménez Martinez

X=X.=Xg

us
2

Figura 2.11: Red principal y vértice M perteneciente al arco capaz
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En ella las elipses son de muy escasa excentricidad y sus ejes aproximadamente
paralelos a los de la malla de referencia. Sus rectangulos circunscritos sugieren una
geometria pseudocanoénica y puede aventurarse que sus lados son de longitudes
muy aproximadas a las de los ejes de las elipses e iguales asi mismo a un miultiplo
arbitrario, segiin poder de afirmacion deseado, de las desviaciones tipicas de las
coordenadas de los vértices, de acuerdo con teoria conocida!®. Con todo ello es
posible aplicar con buen éxito el Analisis Multivariante, objetivo esencial de este
trabajo. En definitiva, y siempre volviendo a lo mismo, es inutil confiar en el
gabinete para subsanar errores de campo y solamente una observacion de alta
calidad permitiréd la obtencion y, sobre todo, la interpretacion de resultados con el

rigor y nivel de afirmacion deseables.

En las figuras 2.9 y 2.11 la malla de trama rectangular inicial se ve modificada
evidentemente por cada vértice correlativo que se adicione con submallas, también
rectangulares, pero formando angulos genéricos  con respecto a la basica. Es
claro que ello no contradice sino corrobora el modelo geométrico establecido
de correspondencia entre ejes de las hiperfiguras y ejes locales de los vértices.
Una pareja de ejes girados § en su hiperplano bidimensional coordenado en el
hiperelipsoide deben representarse en el plano del levantamiento como girados

también con respecto a la malla rectangular inicial basica.

Pero en figura 2.11 los rectangulos de error se han trazado paralelos a la malla
rectangular basica. Ello es necesario para los calculos ulteriores de interpretacion
y aplicaciéon de las integrales definidas miltiples del algoritmo de anélisis e
interpretacion bien conocido. En consecuencia, serd preciso referir todas y cada
una de las elipses correlativas establecidas a las orientaciones basicas mediante una
rotacion final de argumento genérico —9 . Con la notaciéon empleada su expresion

sera:

iy =a'y - cosd— 1y send (101)

0 Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS...”. Pg. 69 y sig. Opus cit.
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Yy =2 p - send +y'a - cos d (102)

El cuadro de doble entrada que representa las rotaciones directa e inversa

consideradas es el que sigue.

/ /
T M Ynmr

2y | cosd | —send (103)

Y’y | send | cosé

Y bastara con sustituir en (81) y (82)

hyy =a"y - cosd 4y "y send (104)

Yy = —a"p - send +y' - cos o (105)

obteniéndose las expresiones finales de las elipses correlativas de error a priori y a

posteriori mediante las formulas

[(x"nr-cosd+y"pr-send)-cosd  (x"p-cosd+y' - send) - sen d
(@ -send —y'pr-cosd)-send  (—a"pr - send +y" - cos ) - cos d)

Sii  Sij Sk Sil (2" pr - cosd 4y - send) - cos §

Sij  Sjj Sjk S | (" pr - cos 6 +y' - sen d) - sen o o2 (106)
Sik  Sjk  Skk Skl (2" a1 - send —y"pr - cos ) - sen § -

Si Sjl Skl Su (=2 pr-send+y'p - cosd) - cos d

elipse correlativa a priori del punto M referida a los ejes O z”y”, que son paralelos

y forman parte de la malla rectangular inicial O xy. Puede (y debe) perfectamente

suprimirse el superindice y escribir
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[(xar-cosd+yp-send)-cosd (xpr-cosd+yn - send) - send

(xpr-send —ynr-cosd)-send  (—xzpr- send + yar - cos d) - cos d)|:

Sii Sij Sk Sil (zpr - cosd+yp - send) - cosd
Sii  Sii  Sik  Sil (xpr-cosd 4y - send) - sen d
i Sii Sik Sit | = (2 (107)
Sik  Sjk Skk Skl (xpr-send —yps - cosd) - sen d
Sii Sj1 Sk su (—xpr-send +ypr - cosd) - cosd

y del mismo modo se escribira

(" pr-cosd+y"nr-send)-cosd  (x"n-cosd+y p-send) - send
(@"nr-send —y'ar-cosd)-send  (—a"pr - send +y"ar - cos ) - cos d)-

Sii  Sij  Sik  Sil (2" a1 - cosd 4y - send) - cos §
1 Sij  Sjj  Sjk  Sji (" - cosd 4y p - send) - sen 9
0 Sik  Sjk Skk Sk (" pr - sen Yy’ ar - cos ) - sen
Sii Sjl Skl Su (—2"pr-send + 4"y - cos d) - cos d
[(xar-cosd+yp-send)-cosd (xpr-cosd+yn - send) - send
(xpr--send —ypr-cosd)-send  (—xp-send +yyr - cosd) - cos bl
Sii Sij Sk Sil (zpr - cosd+yp - send) - cosd
1 Sij  Sjj Sjk  Sjl (xpr-cosd+ypr - send) - sen d 9
L . =C (109)
7% Sik  Sjk Skk Skl (xpr-send —yps - cosd) - sen
Sii SjI Sk su (—xar-send +ypr - cosd) - cosd

expresiones de la elipse correlativa a posteriori del punto M. Con la misma
connotacion anterior respecto a los ejes. Y es trivial que, por tratarse de las

mismas elipses giradas en su plano, tanto (81), (106) y (107) como (83), (108)
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y (109), tres a tres, tienen los mismos ejes. Debe tenerse en cuenta al aplicar

Analisis Multivariante para evitar calculos innecesarios.

En cualquier caso y para C' = 1, elipses standard. Y es inmediato comprobar que

para § = 0 se obtienen las expresiones (87),(88),(97),(98), como debia suceder.

Es conveniente subrayar que, como puede inferirse de la figura 2.6, atin cuando se
trate de una red de pocos vértices, es normalmente suficiente la densificacion de
puntos correlativos que permite el método de los arcos capaces de %'7( expuesto para
obtener la informacién necesaria en trabajos usuales, incluso de alta precision, con
la no pequena ventaja de utilizar siempre coordenadas cartesianas rectangulares y
poder replantear en su caso cualquier punto desde los extremos fijos de una base

arbitraria AB (fig. 2.9).

Se trata de una préctica asequible con alta precision de visuales ortogonales y
paralelas a los ejes AN y BN, de azimutes 7 y 2 - 7 (determinacion de puntos
correlativos propiamente dichos como el N) o bien del caso méas amplio de visuales
de azimutes ortogonales % -m+dy 2-m+6. (Extension de puntos correlativos como

el M). En la figura 2.9.

Azimut de AN =05 = 5

Azimut de BN =gy =27

Azimut de AM =04y =5 —0

Azimut de BM =60y =2-m—9 (110)

El caso més general, con utilizacion de ejes oblicuos, que permite acceder a
cualquier punto del espacio concernido por la red, es mucho mas prolijo en calculo,
observacion y replanteo en su caso. Por tanto debe reservarse para situaciones en
las que realmente no sea bastante con la primera alternativa, siendo en la prdctica

fundamental disponer de un software de suficiente calidad que resuelva el problema,
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con transformacion automdtica de coordenadas cualquiera que sea el supuesto. Mas

adelante facilitaremos y aclararemos la cuestion.

La interpretacion y valoracion estadistica y probabilistica de los resultados
obtenidos requiere, segiin ya se adelant6, una red que pueda calificarse como de
alta calidad. No insistiremos més sobre ello, pero establecido sea que una matriz
de varianzas de criterio banda lo méas aproximada posible a la diagonal (100)
es definitivamente deseable y, en todo caso, unos autovalores p; de la matriz S

comprendidos entre valores extremos muy cercanos.

En dicho supuesto!!, seran tanto méas fiables los resultados cuanto mejor se cumpla

que los semiejes del hiperelipsoide HE (60) a posteriori
ay Vit

al a | =00 t=00- it | = O (111)

an Mo,

se aproximan a los valores de las correspondientes desviaciones tipicas o,; de las
correcciones x; sobre los ejes de la misma denominaciéon O x;, y en consecuencia,

pueda aceptarse la expresion candnica

s

a’

N

HESC = zﬂx] —1 (112)

que expresamos en su forma standard, siendo la consideracién a priori y
la aplicacion del coeficiente de homotecia k£ adecuado, que entenderemos
implicitamente formuladas con caracter sistematico de ahora en adelante, si no

se considera necesario hacerlo expresamente.

Asi, dando por supuesta la calidad de la red, consecuencia de un trabajo cuidadoso

y de alto nivel técnico en cualquier aspecto que se considere, y habiendo utilizado

"En lo que sigue damos por conocidos los tres articulos hasta ahora publicados, en especial,
el tercero.
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debidamente los recursos técnicos referentes a pesos, covarianzas, ajustes por
incrementes de coordenadas con o sin subredes, algoritmos del problema de disefio

de orden dos PD2, etc...en definitiva se podra establecer la integral

Py = [[f .. @fP(X)-dxl - dXy - dXs...dX, =

=[I[ ... [ P(X) - dx - dxy - dzs...dx, (113)

tanto méas aproximadamente cuanto mejor sea la calidad del trabajo y segiin

Pcp = P(Il?)cp =
_1sn(=i)?
=[] ——=| 0w \;% ‘e 2;(0“) ~dx - dx... - dx, (114)

Integral de variables separadas, con n variables y n filas en o, .

La expresion anterior puede adoptar la forma mas general

Pay = J[] . | POO) -0, dXs - XX, =
s q

=[] ... [ P(X)-dzy-dzxs-dus...dz, (115)

Poy = P<x)<l>q =
1 2 g 2
o f o (e ) e dn,  (16)
'”qq>(2-7-r)%'n xxr | q q

importante y versatil expresion de aplicacion a zonas especificas de la red. Donde
1 < ¢ < n,yeldeterminante | o, |, es el de la matriz cuadrada menor de orden g,
042q formada escogiendo los elementos de cruce de las ¢ filas y ¢ columnas elegidas
en la matriz varianza covarianza cuadrada de orden n inicial o,, correspondiente

a la red completa.
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Pudiendo aplicarse desde una sola coordenada z; (n = 1), un solo punto
planimétrico, (x;, z;) , con (n = 2), o tridimensional (z;, ;, % ) , con (n = 3),
hasta a toda la red pasando por una parte arbitraria de ella con (n = ¢), establecido

que sea en cada caso el orden de variables adecuado.

El recinto de integracion que también es de incertidumbre serd en su caso més
general el hiperparalelepipedo recto rectangulo candnico respecto al ¢ — edro
de coordenadas y circunscrito al hiperelipsoide HES, de lados dobles de las
desviaciones tipicas definidas por las componentes del vector o,,, expresadas
seglin 0., = 0p - /Li_ql, siendo i€ (1, 2,...q), semiejes de las figuras de error

insistentemente mencionadas y f;, autovalor genérico de una cierta matriz .S, tal

que
Oaag = 04 - Sy " (117)
cuya expresion es

Oy = Rozy= || Taig 1< 00ig = 00 ([0 (118)

ie(1,2,3,..q)

cuya significacion en planimetria es que todos y cada uno de los puntos exactos
definidos por las ¢ coordenadas que son variables de la integral (115) se encuentren
dentro de rectangulos de lados paralelos a los ejes de coordenadas particulares
de cada punto, centro de simetria en el origen, y lados iguales al doble de las
desviaciones tipicas correspondientes a las coordenadas del punto. Son también los
rectangulos circunscritos a las elipses standard de incertidumbre de cada punto y
a sus podarias, ambas en posicién candnica. La generalizacion a tres dimensiones

es, como de costumbre, trivial.
Y si se tiene en cuenta toda la red, la expresion de (118) sera
¢ = RO‘SC: | L |§ Ogzi = 0¢ - ,ul_1:| (119)
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ie(1, 2, 3,..n)

Todo ello no es sino la teoria bien conocida. Pero la densificacion de la red obliga a
aplicar la doctrina anterior a nuevos puntos adicionales de la red, en consecuencia,

es preciso considerar el supuesto de

g=n+p>n (120)

en todo el desarrollo anterior.

Pero cualquier punto de densificacién que se considere segin la metodologia y
doctrina expuesta tiene la cualidad de virtual con respecto a todo el trabajo de

levantamiento y ajuste efectivamente realizado.

Por consiguiente, entendemos es imposible que genere término cofactor
con ninguna coordenada del levantamiento y/o influya en su desviacion
tipica ni en figura de error alguna, sus variables (coordenadas) serdn
independientes, sus desviaciones tipicas segun hemos visto, conocidas e
independientes, y podrdn ser de aplicacion las expresiones (114) y (116)
adictondndolas simplemente al cdlculo como nuevas variables separadas
y manteniendo la condicion de canonicidad de cuantos recintos de

integracion e incertidumbre, generales o parciales, se consideren.

Asi pues, la adicion de un ntimero arbitrario “p” de coordenadas procedentes de
una densificacion cualquiera virtual practicada segin se ha expuesto, conduce a

las mismas expresiones (116) y (118).

Y en definitiva, y aceptadas que sean, seglin reiteramos una vez mas, todas las
condiciones previas de calidad establecidas, podréan generalizarse las expresiones

de error deducidas en su momento.

Asi, y como ejemplo, para la totalidad de la red densificada hasta n+p coordenadas

es licito escribir hasta n + p coordenadas (114) como

Pq) :P(l’)@

n+p nt+p
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N

_ .ﬂip( zj
T

2
_1 -

n+p,®+p

Integral de variables separadas, con n + p variables y n+ p filas y columnas en o,

extendida al recinto

(I)ner = Ror(n+p):’ Loi ’S Ogi = 00 M;l = (122)

ie(1,2,3,..n+p)

y la probabilidad de que todos y cada uno de los vértices de la red densificada se
encuentren simultaneamente en sus respectivos recintos rectangulares de error asi

definidos sera

. 9 1|73 n+p - K|"HP
Prrc,., = PrEox(n+p) =| diag ogp ‘n-‘,—p 2 ) IIIUM' ) [(N(Ov 1))0 ] =

_1 ntp n+p
2 n K
:’ 0-5251' ’n-‘rp -2 P 1;[ Ogi * [(N(Ov 1))0 ]

n—+p

—gl.g71.571 .ol . . . . .Ontp | K —
=04y Oy Oy O, Oy~ Oy " Oggees* Oy 2 {(N(O,l))o =

n-+p
— omtp. [(N(o, 1))5] (123)
y en definitiva
n+ K nEp
P‘I’Km-p = PRKUx(ner) =2"TP . [(N(O, 1))0 :| (124)
aplicable directamente con el coeficiente de homotecia K que sea requerido por el

condicionado del trabajo.

Notese que las expresiones (86), (87), (88) y (89) tienen, como siempre, un poder
de afirmaciéon tanto mayor cuanto mejor sea el trabajo de campo realizado. Y en
especial, si se ha conseguido, directamente o aplicando los recursos que hemos

estudiado con anterioridad, en especial los concernientes al problema de diseno de
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orden dos PD2, que la matriz varianza covarianza de las variables a posteriori se

aproxime lo més posible a una matriz diagonal de expresion (100).

En el limite, es elemental que si se verifica

Ope = diag 02, = diag a?  (125)

ie(1,2,3,..n)

el hiperelipsoide standard sera canonico, de “n” ejes, y la expresion (61) se escribira

también como (112)

n

M

HESC =% =1  (126)
1 1
ie(1,2,3,..n)

y practicada la densificaciéon de la red, para un cierto grupo de puntos virtuales
arbitrario definido por “p” coordenadas adicionales, y siendo asi que no puede

aparecer covarianza alguna, cualquiera que sean los valores de las varianzas o

semiejes obtenidos

Opi = Q; (127)

ie(n+1,n+2,n+3,..n+p)

se generard la matriz

Ope = diag 02, = diag a?  (128)

1€l,2,3,..n+p

y siempre existira el hiperelipsoide standard, canonico y de “n + p” ejes

n

HESC =%% =1 (129)

a“
1

|%3
=N N
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1€l,2,3,..n+p

que resuelve la cuestion en toda su generalidad.

Si se trata de un grupo de puntos concernidos en su conjunto por “q” coordenadas,

la probabilidad simultanea correspondiente sera
K q
Poic, = Priaag = 20+ [(NO,1)F]" (130)

Con q = n, coordenadas de la red inicial no densificada, la probabilidad simultanea

correspondiente se acostumbra a escribir
Pox = Pricos = 2" [(N(o, 1)){5} (131)
y para cada vértice por separado podemos escribir en planimetria
2 K]?
P<I>K2 - PRKU&C? = 2% [(N(O7 1))0 ] (132)
ampliable a tres dimensiones segin
3 K|?
P<I>K3 = PRKO’J?g =2 [(N(()? 1))0 ] (133)

En definitiva, determinados que sean los recintos rectangulares de error de la
totalidad de los vértices de la red densificada incluyendo correlativos, se calcularan
las probabilidades de inclusion de los vértices exactos, desconocidos, en los recintos
descritos, cualquiera que sea la agrupacion o desglose que se requiera, con sencillez

y a través de las expresiones que anteceden.

Es resaltable que para K =4

N(0,1)% ~ 0, 5000

Pas, = Pragag = 2+ [(N(0,1))g]" = (20,5000)' =1 (134)

practicamente la certeza, independientemente del nimero de vértices concernidos.
Asi, las técnicas de densificacion permiten manejar e interpretar con rigor conjuntos
de vértices de magnitud prohibitiva para cualquier otro procedimiento, con
importante aplicacion en barridos de laser, zonas de distinta significacion vy,

evolucion de redes en el tiempo y control de deformaciones.
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2.2. CASO GENERAL CON UTILIZACION DE EJES

OBLICUOS

Conviene reiterar que es en general suficiente la densificaciéon propiciada por los
puntos que hemos llamado correlativos obtenidos por el método de los arcos capaces
de % - para lograr la informacién necesaria en trabajos usuales, incluso de alta
exigencia, con la no pequena ventaja de utilizar siempre coordenadas cartesianas
rectangulares. El caso general, con utilizacion de ejes oblicuos, debe reservarse para
situaciones en las que realmente no sea posible la primera alternativa, generalmente
por tratarse de puntos muy especificos que dejan al proyectista con escaso o
nulo margen de eleccion, por ejemplo, el seguimiento de una grieta aparecida en
un paramento u obra de fibrica que se desea controlar. Es ahora momento de

estudiarlo.

El caso general, con utilizacién de ejes oblicuos corresponde a la determinacion
del recinto de error de un punto arbitrario M del espacio concernido por la red
(cuyo lugar geométrico, no representado, siempre serd el arco capaz sobre AB
de un angulo AM B cualquiera). En la figura 2.12 se representa con todo rigor a
través de una rotacion de argumento 0 del sistema Ax4y4 y otra de argumento
v del sistema B xzgyg. Por consiguiente, M queda determinado por dos rotaciones
arbitrarias de argumentos 6 y v que cubren cualquier supuesto en todo el plano

del levantamiento.

La repeticion del método da lugar en principio a la inevitable superposicion
de subtramas de paralelogramos a la malla de trama rectangular inicial. Luego
veremos como puede abordarse dicha cuestion. Sin embargo y en principio resulta
preceptivo tener en cuenta que si en el caso primeramente estudiado de malla y
trama rectangulares era muy aconsejable, en el presente es imprescindible contar
con un trabajo de campo de alta calidad, que genere matrices varianza covarianza
a posteriori de las variables diagonales o cuasi-diagonales y figuras de error

elipsoidicas candnicas y de pequena excentricidad, con optimo en circunferencias.
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Ya=Ys

Figura 2.12: Determinaciéon del punto M por ejes oblicuos

Asi se representa en la fig. 2.12, obviamente con escala especifica muy aumentada.

Es claro que, igual que ¢ , v también es conocido para A, B, M, dados segin la

expresion analoga a (67)

mp =tg (v +5)=giE =~y (135)

y todo se reduce a expresar la transformada de HE o HES a partir de (73) y
aplicando dos rotaciones sinistrorsum 9§, v que se escriben sucesivamente como en

(68), (69), (70), (71), (72)
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Ty =xp-c080+Ys-send (136)

Yy =—xa-5end +ya-coso (137)

'y =Tp-cosy+yp-seny (138)

Yp = —xp-seny+yp-cosy (139)

TA Yya

24| cosd | send

yal| -send | cosd

(140)
B YB

' | cosvy | sen~y

y'p | —sen~y | cosy

Y siguiendo el razonamiento conocido, las rotaciones inversas seran como en (74)

y (75)

~

T =T

Ym#£i, g, k1

x;=1a';-cosd—a';-send

r;=2a';-send +a'; - cos o (141)

T =2y - cosy —a'; - seny

x; =22y - seny+ 'y - cosy

Y la transformada deducida, aplicada a la figura 2.12 se escribira
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Ym#1, j, k, [

Ta =224 cosd—1y' 4 send

Yya =1y -send +y'a-cosd (142)

xp=a'gp-cosy—y'p-sen~y

yp=2'p-seny+y'p-cosy

particularizando 4, j, k, [ en las variables (correcciones) planas de A, B.

Sucesivamente se tendra

[y x4 ... 2/i-cosd—a'j-send i -send+a'j-cosd
'y -cosy—ay-seny x'y-seny+a'y-cosy ... oz, ]
/
1
/
T2

x'i-cosd—a'j-send
z'i-send+1a'j - cosd
S - = (? (143)
x'y - cosy—x'; - seny
'y - seny + ') - cosy
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Hipercuadrica HE, HES para C = 1, referida a los nuevos ejes, y la seccién por
el hiperplano
=0
Vm #£1i, 1 (144)
resulta
0 0 .. 2/5-cos6 a;-seny .. —aj-sen~y /y-cosy .. 0 0)-

0
0

z'; - cosd
;- send
.S =C? (145)
—a'; - sen v
x'; - cosy
0
0

y sobre el plano del levantamiento se tendra en definitiva la elipse de incertidumbre

de M maés general, obtenida a partir de la hipercuadrica HES

(2';-cosd a'i-send —a';-senvy a'p-cosy)-
e e s 2 5
Sii Sij  Sik Sil T Ccos
e e A /. 5
Sij  Sjj  Sjk Sl ;- sen
/
Sik  Sjk  Skk Ski —x - senvy
/
Si S Skl Su x'y - cosy
= (? (146)

Siendo s,5 = sy los elementos de orden rs y sr en la matriz simétrica de disenio S.

Y en forma simplificada se escribira:
x,Til&y - Sijul - Igwq -C*=0 (147)

o bien, particularizando para M en la figura 2.12
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Sii Sij  Sik  Sil

Sij  Sjj  Sjk  Sjl

(@'pr-cosd a'pr-send  —y'ap-seny Y- cosy) -
Sik  Sjk  Skk Skl
Sy S Sk Su
'y cos S
/
z'pr - sen o
—C2 (148)
—y 0 - seny
Y\ - cosy

: : . . : ;o
elipse referida a los ejes cartesianos oblicuos M 'y},

y en forma simplificada
QS/TMM-SAB'QS/MM—C2 =0 (149)

que resuelve la cuestion completamente.

El dibujo y determinacion de los elementos de la elipse deben tener en cuenta los
nuevos ejes oblicuos de referencia, formando un angulo de 6 = % = (0 — ),
segiin se deduce de la figura 2.12. El punto M serd un punto correlativo

generalizado y el caso estudiado anteriormente, de ejes rectangulares, corresponde

a la particularizacién 6 = v, c.d.s.

En el caso mds general de aplicacion reiterada de la doctrina expuesta, la
malla compleja resultante estard formada por una malla inicial bdsica de trama
rectangular y tantas submallas de tramas paralelogramicas y orientaciones distintas
como nuevos puntos correlativos generalizados se hayan determinado, es decir
como pares de rotaciones 0, vy, planas, hayan sido aplicadas a la hipercuddrica

HE recinto general de incertidumbre de la red.

Se hace preciso avanzar en la doctrina y esforzarse en dotarla de la suficiente

practicidad.
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Veremos a su debido tiempo que es posible sintetizar la praxis en una aplicacion
del Analisis Multivariante sobre un mismo sistema de ejes rectangulares y a este

efecto desarrollamos el algoritmo que sigue.

Se trata de definir rigurosa y completamente el recinto de error. Asi pues,
escribiremos la expresion conocida de la ecuacion de la elipse de incertidumbre
Eyc de un punto cualquiera M, segin la figura 2.13, con centro en el origen
de coordenadas, ejes cualesquiera formando un angulo 6, y procedente de un

hiperelipsoide HE' de parametro C', en la forma

apir a2 Qs z
Eecsz'A%:(a: Y 1)' a2 G a2 || Yy | =
a1z @23 ass 1
a; aip 0 x
= ( r y 1 ) : aig Qog 0O : Y =
0 0 ass 1

:an-xQ—i—Z-alQ-xy+a22-y2+a33:0 (150)

y sea la ecuacion candnica de la misma elipse

ah, 0 0 x
EéwC:xT-A-I:(gj Y 1)‘ 0 ay O i =
0 0 aly 1

=ay - 2% 4 ahy - yP +ahy =0 (151)

Sean Eyc y E1, . las ecuaciones, de la misma conica expresada en dos sistemas de
2
referencia distintos. La expresion matricial de la conica Fyc va a tener en comun

con la expresion matricial 1 los llamados invariantes métricos.
2

La igualdad de invariantes entre ambas conicas se sigue como
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r 3

Figura 2.13: Elipse de incertidumbre de un punto cualquiera M

/ ro_ I _ anidazxn _ i
a1+ ahy = 55 = 22 = conocido (152)
air a2
, , A A12  A22 )
a'1y - Gy = 285 = ;" = conocido (153)

a;; a2 0O

a2 azp O

/ ! A _ ;
11 - G " U33 = 5 = sen?0 = conocido (154)

luego a’y1 y ab, son las raices de la ecuacion de segundo grado conocida:

PP — g+ 238=0  (155)

sen26

que expresamos sucesivamente como

p*osen®d —T-p+ A3 =0 (156)

p2 . sen29 — (&11 + a22) -p+ (an * A9 — &%2) =0 (157)

ay — p ayp — p - cosf

=0  (158)

ajp — p - cost Qg2 — P
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de raices p; y po, cuya expresion es

p= m . [(au + ag) £ /(a1 + axn)? — 4 - sen20 - (ay; - agy — a3y) (159)
cumpliéndose que

p1 = da} (160)

P2 = a (161)

es trivial como comprobacion inmediata considerar que particularizando en (124)
para ejes rectangulares con 6 = % -1y ajp = 0, que equivale a partir de ecuacion

candnica en (150), resulta c.d.s.

pPP=g [(all + ag) £ /(ann — CL22)2} =
- % (a1 + az) £ (a1 — az)] (162)
pr=ay =ay =0 (163)

P2 = abh = as = a? (164)

con a, b, semiejes de la elipse, siendo indiferente en cualquier caso para el resultado

final asignar a}, a), a cualquiera de las dos raices.

La ecuacién canoénica de la elipse sera pues
p1~$2+p2-y2+%%20 (165)
o bien
%-pl-:f%—%-pz-yz—l—l:@ (166)

con lo que se deducen los semiejes de la elipse en su caso més general , que seran
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A
a=\/—gan (167)

_ A
b=/~ Ass-p2 (168)

y atn puede simplificarse el proceso, teniendo en cuenta que, en (153) y (154)

A =ags - Ass = ass - (an c Qo2 — @%2) (169)

A33 = (CLH a9y — a%z) (170)
y particularizando en (166), (167), (168) se obtiene

LLgp2 22 21 ] = (171)

ass a33

b= \/; (173)

ecuacion generatriz y semiejes de la elipse

Es preceptivo terminar el proceso accediendo a la representacion rigurosa de la

elipse con respecto a los ejes oblicuos iniciales.

A dicho efecto consideremos en la figura 2.13 una pareja de semididmetros en la
elipse de igual dimension que designamos con r = 1’ . Ambos serdn simétricos

respecto a los semiejes a y b.

Escribamos la expresion de la elipse (150) Eye y la aplicacion del teorema del

coseno a un semididmetro cualquiera. Se tendra:
Egozall-x2+2-a12-$-y+agg-y2+a33:0 (174)
2 +2-x-y-cosh+y*—r*=0 (175)
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(175) generaliza para cualquier cuadrante la expresion del teorema del coseno, al

tener en cuenta los signos de z, y.

Resolviendo el sistema (174), (175) se obtendran las coordenadas de los cuatro
puntos extremos de los didmetros r y v’ = r considerados. Es claro que la ecuacion

resolvente en x 6 en y serd de cuarto grado.

Un procedimiento adecuado para resolver el sistema estriba en la aplicacion
del algoritmo y eliminante de Sylvester, estudiado en Algebra Superior. Asi, si

representamos (175) en la forma anéaloga a la (174)
bn'I2+2'b12'l"y+b22'y2+b33:0 (176)

la ecuacion de cuarto grado en y, eliminante de x, que resuelve el sistema propuesto

se demuestra que es de la forma

a11 2-a12-y g - Y+ ass 0
0 a 2-a12-y A -y’ +ass
' ' —0 (177
by 2-bia-y  ba-y®+bss 0
0 b1 2-b12-y bao - y* + bss
y particularizando para el caso estudiado se tendra
apn 2-a12°y ag - y* + ass 0
0 ai 2-a12-y gy’ + ass
—0  (178)
1 2-y-cosf y? —r? 0
0 1 2-y-cosb y? —r?

la ecuacion es conocida en todos sus términos y sus raices son las ordenadas de
los cuatro extremos de los semidiametros considerados. Conocidas que sean, la

obtencion de las correspondientes abscisas es ya trivial.

El caso general de ecuacién de cuarto grado no tiene solucion en formulacion
algébrica exacta y es preciso acudir a métodos aproximados (Newton, Newton-
cuerda,...etc). Sin embargo, en el caso que nos ocupa las ordenadas solucion seréan,

segin se desprende de la figura 2.13, de la forma vy; , y2, —y1, —2.
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Por consiguiente (178) se podra escribir como

K-(y—y) (y+y) y—v2) (y+y2) =0 (179)

K-(—v})-W—y3) =0 (180)

K = cte., coeficiente de y* que puede tomarse como la unidad, y en definitiva se

tendra

vt -y (i +ys) Fyiey3 =0 (181)

con lo que se demuestra que (178) es una ecuacion bicuadrada de solucion exacta

conocida e immediata.

Pero de la figura 2.13 se deduce que, si se toma
r=r'=a (182)
cumplird que
Y1 =192 (183)
y en (179), (180), (181) se sigue

K-(y=y)’ (y+u)* =0 (184)

K-(y—yi)?=0  (185)

y'—y?- (29D + (W7)* =0 (186)

114 bb

Ecuacion bicuadrada con dos raices dobles, “+y; 7y “—y1”.

y finalmente, siendo a, b, semiejes de la elipse, conocidos en virtud de (172) y
(178), las coordenadas de los vértices de la elipse referidas al sistema de ejes
oblicuos iniciales de dngulo 0, vendrdn dadas por las cuatro ecuaciones bicuadradas

con dos raices dobles cada una correspondientes a los vértices de los ejes 2-a, 2-b
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ann 2-a12-y

0 a1
1 2-y-cost
0 1

ann 2-a12+y

0 ai1
1 2-y-cost
0 1

azy 2-aip-T

0 a2
1 2-x-cosb
0 1

29 2'&12'1’

0 22
1 2-y-cosb
0 1

as - y? + ass
2-a12-y
Yy —a

2 -y - cost

as - y? + ass
2-a12-y
y2—62

2 -y -cosbt

ann - + ass
2-a3-x
5 —a

2.1 - cosb

anr - 2 + ass
2'@12'I
% —b?

2.1 -cosb

0

2
Qg2 - Y* + ass

az - y* + ass
0

yQ—br

0

a11$2 + ass

anz? + ass
0

x? —b?

-0 (187)
=0 (188)
=0 (189)
—0  (190)

que permiten conocer y representar la elipse con todo rigor, en posicién y

dimensiones.

Merece la pena, aunque el calculo resulte un tanto prolijo, desarrollar las

expresiones anteriores. En (178) desarrollando por menores adjuntos se tiene

sucesivamente
an 2-a12-y azy® + ass
a1 | 2-y-cosf y2—r 0
1 2.y cosb y? —r?
2-a12-y az - y* + ass 0
aii 2-a12-y azs -y + ass
1 2y - cosf y? —r?
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) 2y - cosf y2 —r? ) )
=ayy - (a2 - y° + ass) - + a1 (y* —1r°) -
1 2-y-cosb
ap 2-a12y
(191)
2-y-cosb y? —1r?
2-a12-y (ag2y® + ass) ) a1 (az2y? + ass)
+2-a12-y- — (ag2 - y* +asz) - =
2-y-cosb y? —r? 1 y? —r?

=ay1 - (agy® +asz) - [4-y? - cos?0* — (y? —r®)]+ a1 - (y? —72) - [a11 - (> —72) —4- a1 - y* - cosH?]+

+2 a1y 2 a1y (Y* —1r?) —2-y-cosd - (axey® + ass)] — (aga - y* + as3) - [a11 - (y* —r?) -

—(a22y2 + as3)] = (192)

= [(an — a22)2 + 4 - cosf - (a11 a9y cost — a12 - A22 — aq1 a12) + 4. a%z] . y4+

+[4 - cosf - (a11 -ass - cosl + aiq - aqs - r2 — a2 - a33) —2-a11-a33+ a1 - ass - r2—

—2~a%1-7’2—4-a%2-r2+2-a22-a33]~y2+(a11-r2+a33)2=0 (193)

ecuacion bicuadrada de las ordenadas de los cuatro extremos de los semididmetros

de longitud “r” , como debia ser, y del mismo modo la ecuacién de las abscisas

()]

se obtendréa de (178) cambiando “y” por “x” y aj; por ag y reciprocamente. En

definitiva
aoo 2- a2 T a11$2 + ass 0
0 a2 2-ap2-x a;1x? + ass
—0  (194)
1 2.x-cosb x? —r? 0
0 1 2.1 - cosb x? —r?

y desarrollando

= [(GQQ — a11)2 4+ 4. cos0 - (an - a9 - cost) — aig - a1l — aoy - alg) +4- G%Q] . .%'4—1—

81



M.J. Jiménez Martinez

—I—[4 - cos0 - (a22 - ass - cost + ago - a2 - 7“2 — a2 CL33) —2-a9-a33+2- a1 - aom - 7“2—

—2~a%2‘r2—4-a%2'7“2+2-a11-a33]-x2+(a22-r2+a33)2:0 (195)

que resuelve la cuestion, siendo las raices de la ecuaciéon bicuadrada deducida las

cuatro abscisas buscadas.

Las coordenadas de los vértices se obtendran facilmente sustituyendo en (193) y
(195) el semidiametro genérico “r” por los semiejes “a” y “b”, es decir, teniendo en
cuenta (159) y (172) y (173) se obtiene en primer lugar:

7"2 _ _a33 _ 2-a33-sen?6 (196)
p [(a11+a22)i\/(a11+a22)2—4-(a11~a22—af2)~sen20}

2

resultando a? = a? , r? = b? seglin se tome uno u otro signo en el discriminante de

las raices p, es decir

. a2
7,2 _ a3z _ CL2 — _ 2-a33-sen-6 - (197)
1 [(a11+a22)+4/ (a11+a22)2—4-(a11-a22—a3,)-sen0]
7"2 _ a3 _ b2 — _ 2-a33-sen36 (198)
P2 [(a11+a22)*\/(au+a22)274-(a11~a227af2)-sen29}

1

es inmediato comprobarlo en el caso trivial canonico ajp = 0, ¥ = 3

- T

Pero segiin se vio en (182), (183), (184), (185), (186) el caso en presencia se resuelve
con una bicuadrada con dos raices dobles. Por consiguiente, la sustitucion de r2
por los valores deducidos en (193) y (194) dan a dichas ecuaciones la forma (185)

o (186), que podemos escribir
K-(y —yi)?=(K* -y = K* - yi)? =(P-y* = Q)*=0 (199
P, Q, coeficientes conocidos. Y despejando 12
=% (200

y en definitiva, particularizando en (193)
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Figura 2.14: Ejes oblicuos

yQ - _ a1172+ass (201)

\/(all—a22)2—4~cos 0-(a11-a22-cos 0—a12~a22~—a11-a22)+4-a§2

y con % = a? segin (197)

2
a-|— 2-a33-sen”6 _ +as3
9 [(a11+a22)+4/ (a11+a29)2—4-(a11 -agy—a3,)-sen20] (202)
ya \/(0,117&22)24»4-008 9-(&11-&22-608 07a12-a227a11-a12)+4-a%2

y particularizando en (195) y teniendo en cuenta también (197) se obtiene

2-a33 -sen?9

a22- {— +ass
[(a11+a99)++/ (a11+a99)2—4-(a11-a99—a2,)-sen20]
372 _ 11+a22 \/ 11+a22 11-a22—af, (203)

\/(&11—a22)2+4~608 0-(a11-a22-cos 9—a12~a22—a11~a12)+4~a%2

(202) y (203) son la expresion de las coordenadas de los wvértices
del eje 2 - a de la elipse referidos a los ejes oblicuos de dngulo 6.
Es fundamental comprobar el signo de las coordenadas que debe establecerse
verificando la cumplimentacion de (174) para el valor de “a” conocido por (172).
En figura 2.14 se aprecia que en ejes oblicuos una pareja de valores-componentes
(£x4, ty,) dan lugar a dos posibilidades de vectores de mddulo distinto segin sea

la combinacion de signos adoptada.

Es ya inmediato definir las coordenadas de los vértices del eje 2 - b. Sustituyendo
en (193) y (195) el semididmetro genérico “r” por el semieje “b”, es decir, teniendo

en cuenta (159) , (173) y (198) se obtiene:
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2-a33-sen29
air-|— 5 5 +a33
y2 . [(a11+a22)—\/(a11+a22)2—4'(a11‘a22—a12)‘sen 6] (204>
b \/((111—(122)2—4-005 0-(a11-a22-cos 9—a12-a22—a11~a12)+4~a%2
2<a33~sen29
az2- —[( oo \/( s i > 7] +ass
ajlTa22)— ajjrag2)”—2(ajj-azz—a ssen
22 = 2 (205)

\/(all—a22)2—4-cos 0-(a11-a22-cos €—a12-a22—a11~a12)+4~a%2

(204) y (205) son la expresion de las coordenadas de los vértices del
eje 2-b de la elipse referidos a los ejes oblicuos de dngulo 6, con
las mismas observaciones del caso anterior con respecto a signos de
aquellas. Es obvio también que se rechazaran como soluciones extranas las

imaginarias generadas por valores negativos de (202), (203), (204) y (205).

Como ya hemos hecho anteriormente, podemos comprobar las expresiones

deducidas con el caso trivial de ejes rectangulares con 6 = % Ty a;p = 0, que

equivale a partir de la ecuacion candnica
an 24 amp -y —apm =022 +a?-y P —a®- 0¥ =0

en (150). En dicho supuesto se obtiene

2-a33
ail-|— “+as3 2.aa4
yg _ (al1+a22)+\/(a11+'122)2*4-(a11‘ﬂ22) _ all'[i(a11+a22)+5(?1117a22)]+a33 _
@ \/(a11*a22)2 +(a11—az22)
_ _—a33tazy_  _
T f(ar11—a22) 0 (206)
022'[— 2433 ]+t133 —ag2-233 4a33 232
2 = (a11+ago)+(ar;—agg) — a1l — 4ass — f—ab” _ o2 (207)
a +(a11—a22) +(a11—a22) ail b2
a11{ 233 +ass - 2-a33 }+
y2 _ (a11+a22)—\/(a11+a22)2—4‘(a11‘a22) _ 1| T ey taga)—(a11—agn)? ) 433 _
b \/(a11*a22)2 +(a11—a22)
_ 233
. a11-( a11)+a33 _ a33-(a227a11) _ :l:aJ _ :l:a2 b2 _ b2 (208)
+(a11—a22) +az2-(a11—a22) a2 b2
2-a33
a2+ | — +ass a
2 = { (a11+a22)—/(a11 —as)? _ a22-<—ﬁ)+a33 — _—asstass _ () (209)
a +(a11—a22) +(a11—a22) +(a11—a22)
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Figura 2.15: Angulos de definiciéon de los ejes oblicuos

resultando las coordenadas de los vértices, despreciando soluciones imaginarias,

(a, 0), (—a, 0), (0,b) y (0,—-b) c.d.s.

A costa de ejecutar un nuevo cambio de ejes puede reducirse el caso de ejes oblicuos

al de rectangulares.

Efectivamente, la expresion general en el plano del cambio de ejes oblicuos (z, y)

formando un angulo 6 a los (X, Y') formando un &dngulo y conservando el origen

O es

I — Sen (0—a) X + sen (0—P) Y (210)

sen 0 sen 0

y=2@ma. X 42l y (210

sen 0

donde

a = angulo ejes (z, X)

(3 = éangulo ejes (z, Y)

con sentido de ejes sinistrorsum como en figura 2.15
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v

M x'=x"

Figura 2.16: Cambio de ejes de M a2’y vy’ a M 27y 47 11

Y teniendo en cuenta la expresion (148) y la figura 2.12, apliquemos lo expuesto

9,00

al cambio de ejes de M’y 'y (M a2’y en general) a M a”yy”y (M 2”y” en

general) representado en figura 2.16 y donde

a = angulo ejes (27, 2”) =0

- T

X = angulo ejes (27, y’) = %

0 = angulo ejes (2, )

eje v’ = eje x”

se sigue

sen (9—%#)

2 =" + . y// — 7 y// - ctg 0 (212)

sen 6

y=1y" - cosect (213)
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y sustituyendo en (148) se escribe

(& —yhy-ctg8)-cosd (xhyy —yli; - ctgh) -send —yy, - cosech-sen~y - cosech - cos~)-
Sii  Sij  Sik  Sil (hy —yhy - ctg0) - cos §
" 1
Sii  Sij  Sik  Sjl =y, ctgf)-send
ij  Sjj Sj j . (% — Y _ (214)
Sik  Sjk  Skk Skl —yh - cosecB - seny
Syt Sji Skl Su yhy - cosec B - cosy

referida a los ejes cartesianos ortogonales M x”1y”, que se definen y representan
con toda sencillez a partir de la identidad de los ejes 2’ y 2. En forma simplificada

sera

2" prsy + Shrk - Thrsy — C?=0 (215)

Con la exposicion y desarrollo que antecede queda ultimada el estudio y definicion
de figuras de error en Redes Locales y Microgeodesia, hasta su densificacion por

vértices correlativos en su caso méas general.

Sin embargo, aun resulta incompleto la interpretacion y cifrado rigurosos del poder
de afirmaciéon de aquellas, tanto para el conjunto de todos los vértices de la red,
como para un grupo o grupos de ella simultaneamente, cualquiera que sea su

magnitud, hasta llegar a un solo punto arbitrario individualizado.

A dicho efecto entendemos como mejor solucion establecer el condicionado
necesario para aplicar rigurosamente Andlisis Multivariante mediante la integral
multiple bien conocida de variables separadas estudiada y desarrollada en trabajos

anteriores!?. Y para ello y en primer lugar, es preciso un giro mas que referencia

20fr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Opus cit.
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la elipse correlativa generalizada tipo estudiada a ejes ortogonales z”’ paralelos a

los de malla rectangular inicial “x”.

Es decir, en el presente caso y para todos y cada uno de los puntos de densificacion
que den lugar a elipses correlativas en principio referidas a ejes oblicuos, habiendo
resultado coincidentes los ejes x’ y x” sera preceptivo afectar a estos tltimos de una
rotacion plana final de argumento —v, segin se aprecia en fig. 2.12. andlogamente

a como se operd en el caso de malla rectangular®?.

Con la notacién usual su expresion seréa:

ahy =a"m - cosy —y'm-seny  (216)

"

Yy ="y seny + 9" - cosy (217)

T M Ynr

2"y | cosd | —send (218)

vy | send | cosd

expresandose

2, ="y - cosy + Yy - seny (219)

1

Yay = ="y - seny + 4"y - cosy (220)

que escribimos previamente suprimiendo perindices!? en el segundo miembro y sin

mengua de rigor ni generalidad, en una primera notacién simplificada

Ty =ap - cosy+yn - seny = A (221)

Yy = —xp - seny+yy -cosy =T (222)

13Ver epigrafe 2.1 “Caso malla rectangular” de esta publicacion.
1 Ibidem. Se oper6 de la misma forma.
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Asi y sustituyendo en (214) se obtiene la expresion final mas general de la elipse
correlativa de error a priori referida a ejes ortogonales pertenecientes a la malla de
trama rectangular basica y asociada a un punto correlativo arbitrario. Que es lo
mismo que decir un punto cualquiera arbitrario del drea de levantamiento, interno
o externo al recinto abarcado por los vértices de estacion de la red, siendo trivial

extender el resultado al supuesto a posteriori.

En definitiva, se tendréa

((A=T-ctg)-cosé (A—T-ctgh)-send —T-cosech-sen~y T -cosect-cos~))-

Sii  Sij  Sik  Sil (A—T-ctgh)-cosé
Sij  Sjj  Sjk  Sji A—T ctgh)-send
ig Sij Sj J ) ( ) _ 2 (223)
Sik  Sjk  Skk Skl —I'- cosec - sen
Sit Sjl Skl Su I'- cosec O - cosy

elipse correlativa generalizada a priori

((A=T-ctg)-cosé (A—T-ctgh)-send —T-cosech-seny T -cosect-cos~))-

Sii Sij  Sik  Sil (A—T-ctgh)-cosé
Sii  Sii  Sik S84 A—T:ctgh)-send
% ij  Sji 5j J _ ( ) _ o2 (224)
s Sjk  Skk Skl —I' - cosec - sen
Syt Sji Skl Su I'- cosec O - cosy

Elipse correlativa generalizada a posteriori.

Asi, (223) y (224) resuelven totalmente la cuestion respecto al punto arbitrario M
y su figura de error referida a los ejes Oz”’y”’, cuyos perindices pueden suprimirse
por ser dichos ejes paralelos a los de la malla rectangular inicial Oxy y por tanto

formar parte de ella.

En forma simplificada se escribiran las expresiones (223) y (224) més generales de

elipses a priori y posteriori, de interpretacion inmediata

T 2
" poyAr - SaB - Tasyar — C2 =0
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T 1 9 _
T MoyAT oz Sap - Tymsyar —C =0 (225)

En cualquier caso y para C' = 1, elipses standard. Y es inmediato comprobar que
para = 7 se obtiene el caso de malla rectangular y para 6 = v = 0 se obtienen

las N2 elipses correlativas basicas, como debia suceder!®.

En cuanto a la aplicacion ulterior de Analisis Multivariante que completa el
trabajo, estamos de nuevo en el caso estudiado en Malla Rectangular y a él nos
referimos'®. Sera posible o no, y tanto mas fiable, cuanto mejor sea la calidad de
la red. Y entendemos por calidad, aparte de las caracteristicas que ya podemos
llamar clésicas y no repetiremos aqui, la condicion indispensable de lograr matrices
varianza covarianza a posteriori diagonales o casi-diagonales y elipses de error de
poca excentricidad, tan cercanas a circunferencias como se sea capaz mediante un
excelente trabajo de campo, imprescindible e irreemplazable por tarea alguna de

gabinete.

La extension a tres dimensiones manteniendo vertical el eje de cotas, caso topogra-
fico y microgeodésico, requiere manejar transformaciones espaciales tridimension-
ales con ejes oblicuos, que complican teoria y praxis de forma notable. Es mucho

méas aconsejable, en su caso, tratar separadamente planimetria y altimetria.

Otra cuestion es que la realidad fisica imponga que ninguno de los tres ejes
tenga una direccién predeterminada. Con ello, las inevitables transformaciones
espaciales mencionadas se complican méas todavia. Sin embargo dicho supuesto se
plantea frecuentemente en calculo de deformaciones y es ineludible abordarlo. Asi
lo haremos en su momento al ocuparnos de dicha materia. Con ello la aplicacion

topografica, si ademés y en su caso procediere, se reducira a una particularizacion.

Finalmente y en otro orden de ideas, es necesario cuidar de la correcta

representacion, senalizacion e incluso monumentacién de los puntos correlativos

15 Ihidem.
16 Ihidem.
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densificados. Es claro que la cuestion planteada entra de lleno en el ambito del

replanteo topografico, que no es objeto de este trabajo.

2.3. NOTA ACERCA DE LA DENSIFICACION DE
LOS VERTICES DE LA ZONA “B”, O VERTICES

OBTENIDOS CON SOLUCION PSEUDOINVERSA

Si se trata de una red libre
R (S) = (n — d) = rango incompleto  (226)
d =defecto de rango

y escribiremos sucesivamente, seglin sabemos

r=8"-AT.P. K
Que = S~ AT-P-Qu-(S—-AT-P)T = S~ AT.P.Q-P-A-S~ = §~-5-S~  (227)

Qa:;v =5

siendo ST = matriz inversa generalizada reciproca arbitraria.

Y por consiguiente
Ops = Ug cQuw = 08 - ST (228)

existiendo infinitas soluciones. Entre ellas, la solucién con matriz pseudoinversa
tnica ST

Ope = 05 - Que = 05 - ST (229)
generalizacion de (46), pero siempre con defecto de rango = d
R(S)=R(S7)=R(ST)=R(0z)=n—d  (230)
resultando nulo el determinante de la matriz varianza covarianza a posteriori o,
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| 042 |= 0 (231)

Con lo que, en el caso de Red Libre, las expresiones (40), (44) vy
(45) no tienen sentido. No es posible aplicar Andlisis Multivariante.
Es razonable porque, por definicion, el vector x de correcciones es
indeterminado, sus componentes adoptan infinitos valores, y no existe
distribucion estocdstica especifica alguna. No existe hiperelipsoide ni
hipercuddrica de error andlogos a los estudiados en el caso determinista,

red ligada, con informacién probabilistica.
Sin embargo, es interesante establecer algunas consideraciones.

Segiin sabemos!” la matriz S puede escribirse

M1
K2

Hn—d

S =T-diag " =r. TT (232)
0

n — d autovalores positivos

d autovalores nulos

y la matriz seudoinversa, segtin conocida aplicaciéon de las series de Neumann'®

-1
St =T"-diag : =
0

M. Cuugca, J.L. BERNE VALERO, A.B. ANQUELA, S. BASELGA ”Avances en la
Interpretacién de Resultados en Redes Locales. Recintos de error” . Pg. 22 y sig. Universidad
Politécnica de Valencia. Valencia 2001. Mismos AUT. “Microgeodesia y Redes Locales.
Complementos docentes”. Pg. 86 y sig. Universidad Politécnica de Valencia. Valencia, 2003.

18Tbidem.” Avances...”. pg 24, (67).
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r. TT 0 (233)

n — d autovalores positivos
d autovalores nulos

La comprobacion es sencilla. En efecto, sustituyendo (232) y (233) en las cuatro

condiciones de Moore-Penrose!?.

S-ST.S=T-diag : -TT.T - diag : TT.T - diag s T =
0 0 0
1 p! 1
=1 -diag - diag - diag TIT =
0 0 0
. 1 . I - . p -
=TI diag - diag ' =T -diag =5
0 0
puesto que

. r=r-1r'=1
FT — F_l
por ser I', I'T" matrices ortogonales

y seguidamente

9 Ibidem.” Avances...”. pg 24, (67).
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S*t.8.St =T-diag a TT.T - diag s TT.T - diag a T =
0 0
—1 —1
=1 diag : - diag a - diag a TIT =
0 0 0
. 1 . pt . ‘ pt .
=T diag - diag It =T diag Tt =57
0 0 0
u pt 1
S-St =T -diag TT.T - diag TT =T - diag TT
0 0 0
(S-SHT =T - diag Tt =5.5*
0
pt t 1
St.8 =T "-diag -TT.T - diag ITT =T - diag TT
0 0 0

1
(ST - S =T -diag It =5%.8

0
como debia ser. Y facilmente se deduce
!
Ope = 0p* Que =02 - ST =03 -T - diag T
0
+ 1 1 . K T
Ope =285 =—-T-diag T (234)
0 0
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generalizacion de (46), con defecto de rango = d

Puede por tanto escribirse directamente, con la notaciéon usual

2l ot w=k?
ot L S x =k (235)
0

xT-SiQ-S-a::kJQ

siendo s = varianza del observable de peso unidad a priori.
k = coeficiente de homotecia, adimensional. Nada que ver con C en (44).

Formas cuadraticas representativas de hipercuadricas degeneradas, tipo hipercilin-
dros rectos, con directriz hiperelipsoidica de (n — d) ejes y generatrices definidas
por d direcciones. No son recintos de error con informacién probabilistica evi-
dentemente como (44), pero si pueden ser ttiles para el proyectista como figuras
representativas del vector de correcciones z, especialmente en comparacion con el

de valor minimo x,, solucién pseudoinversa.

Asi, para k = 1, generalizacién de las figuras que hemos llamado standard, se

tendré:

hipercilindro de correcciones en el espacio En , de directriz hiperelipsoidica en

general no candnica de (n — d) semiejes a; tales que

p; =autovalor de S positivo de orden i (237)
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i€1,2,3..(n—d)

en la direcciéon de sus (n — d) autovalores correspondientes.

Y con d direcciones generatrices definidas por los autovectores de los restantes d

autovalores nulos de S.

Que puede estimarse a priori por el hipercilindro correlativo

w5 Se=1 (238)

de semiejes

p; =autovalor de S positivo de orden i (239)

i€1,2,3...(n—d)

en la direccion de sus (n — d) autovectores correspondientes, que son los

anteriormente definidos.

Y con las d direcciones generatrices, también antes definidas. El resultado es de
importante aplicacion a lo largo de todo el Proyecto, Ejecuciéon e Interpretacion

de la red concernida, a priori y a posteriori. Y especialmente en su densificacion.

Efectivamente, cualquier hiperplano bidimensional seccién de cualquiera de los
dos hipercilindros formulados (236) y (238) generado por dos ejes de coordenadas
(Oz;, Ox;) es segtin sabemos superponible sobre el plano del levantamiento, tiene
significado real y es de aplicacion obvia en el estudio de la sensibilidad de la red

en presencia.

Y también sabemos calcular la ecuacién de la curva seccibén, elipse que puede
representarse en el plano del levantamiento con centro y origen de coordenadas en
el punto (x;, x;), perteneciente a la red observada o correlativo, referida a sus ejes

especificos (Ox;, Ox;), y cuya ecuacion, refiriéndonos a (236), es
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i#4,1  (240)

i€1,2,3...(n—d)

que se desarrolla segin

© 00 .. 2 .. o . 000-0f-] .. |=1 1 (a1

Z

siendo su ecuacion en el plano del levantamiento y referida a (Ozx;, Ox;)

U;Tj 0;5 T,
x; X - N =1 (242)
0 Oy T
_l’_

a;h —>elemento de orden gh en la pseudoinversa o,

en notacion simplificada
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expresion a posteriori. Siendo banal la aplicacion a priori en (238) y la ampliaciéon o
reduccion por homotecia de razon k, lo que es infrecuente al no existir significacion
probabilistica. Solo se persiguen criterios de calidad a partir de relaciones de
comparacion entre la magnitud de las figuras resultantes, segiin establezca el

proyectista en funcién de las caracteristicas del trabajo en presencia.

Sin embargo, en ocasiones puede ser ilustrativo trabajar con el hipercilindro que

contenga la solucién seudoinversa de que se trate. Este sera de la forma

al ok, - 1w, = k2 = conocido  (244)
siendo
x, = ST AT . P. K = solucion pseudoinversa conocida (245)

y las elipses seccion seran de la forma

+

ol o €
J J J 1.2

x; T : =k, (246)
o O'lJlr x

<+

S

Es banal que puede generalizarse atin mas estableciendo para cualquier soluciéon

inversa generalizada el hipercilindro

x] -0y, - xg = k2 = conocido  (247)
xy, =057+ AT. P K = solucion pseudoinversa conocida (248)
y las elipses seccion
0. 04 T
xj - CAEL T = k? (249)
o, Oy €

gl

Entendemos que existe no obstante un problema de interpretacion no suficiente-

mente investigado. Efectivamente, siendo el hipercilindro en general no canonico,
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su seccién por cualquier hiperplano coordenado generado por la pareja de ejes

(Oz;, Ox;) sera una elipse.

Pero se da la paradoja de que, contrariamente lo que sucede en los supuestos
probabilisticos estudiados, es desfavorable que el hipercilindro presente la expresion
canonica, pues d = n — R (5) ejes seran paralelos a las direcciones generatrices y
los planos secantes de que formen parte daran lugar a elipses degeneradas en pares
de rectas paralelas?® al tender a infinito uno de sus ejes. En situaciones proximas
a la expuesta, la configuracion de las elipses, de gran excentricidad, serd muy

desfavorable.

En cualquier caso, la utilidad de lo que antecede se pone de manifiesto
especialmente si se trabaja con las dos zonas de distinta significacion que
anteriormente hemos definido como A y B, siendo A la correspondiente a los
vértices a determinar y B los puntos de apoyo. Y todo conduce a preferir el método
de ajuste por Incrementos de Coordenadas con dos subredes, cuya geometria es
perfectamente conocida y presenta un defecto de rango minimo, d = 1, en cada

una de ellas.

La sensibilidad de la red puede estudiarse, obviamente, aplicando el algoritmo que
antecede a la zona B, que se resuelve por una pseudoinversa. Las expresiones (243)

tienen el significado de elipses de sensibilidad de la red.

En la red de la figura 2.8 del epigrafe 2.1, como explica el texto adjunto a esa figura,
son inmediatas las elipses de sensibilidad de los vértices V3 y V4 correspondientes
a la zona B, y la informacion no probabilistica de cuatro puntos mas a los cuatro
que habiamos obtenido hasta ahora generados en la zona A es decir, V1 y V2

. Y también las nuevas elipses, que llamaremos de transiciéon, referidas a puntos

2081 expresion serd

z¢m=(g—§+z—§—1):,(gé—1)

b—oo

la elipse degenera en las dos rectas paralelas z = +a
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Figura 2.17: Densificacion del plano del levantamiento
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con abscisas procedentes de la zona A y ordenadas de la zona B y viceversa. No

probabilistica.

De tal manera que solo utilizando la primera técnica de densificacién, de malla
rectangular, sin rotacion de ejes, se ha pasado de las 4 figuras béasicas generadas
por los dos vértices libres, agregando dos vértices correlativos, a 16 figuras de

informacion y control de otros tantos puntos de la red.

Y un primer criterio en el esencial aspecto del poder de afirmacién en la
interpretacion de sus resultados, parciales y finales es obvio. Las elipses de
sensibilidad (zona B) deben ser de dimensiones y superficie inferior a las de error
(zona A). Las de transicion, intermedias. La calidad de la red sera tanto mejor
cuanto mas homogéneos sean los tres grupos de elipses considerados por separado
y cuanto menor sean las diferencias existentes entre cada uno de ellos y los otros

dos.

Finalmente, utilizando técnicas de arco capaz puede llegar a obtenerse, sin mayor
dificultad, doble y hasta triple informaciéon conceptualmente diferenciada sobre
cualquier punto de la red o relacionable geométricamente con ella segtin la

metodologia establecida.

En cuanto al resto, repetimos una vez més que como sucede en cualquier obra de
Ingenieria de alto nivel, todo depende del buen hacer del proyectista y su mejor

criterio. Y como ya dijimos, imposible de sustituir por un programa informaético.
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Capitulo 3

APLICACION SOBRE LA RED DE LA

UPV

3.1. Veértices iniciales

A continuacién aplicaremos la teoria expuesta utilizando como ejemplo practico
una pequena red de cuatro vértices, como lo hemos venido haciendo desde el
principio de la presente disciplina, compensada por inversa reciproca generalizada
por zonas de distinta significacion. Consideraremos todos los casos posibles de
densificacion: vértices correlativos, pertenecientes al arco capaz y obtenidos por

ejes oblicuos.

Partimos de la red calculada en el articulo “Cuestiones basicas en interpretacion
de una red clésica libre ajustada por el método de incrementos de coordenadas™.

Croquis de la red y coordenadas compensadas en cuadro y figura 3.1.

'Publicado en la revista digital de la Real Academia de Cultura Valenciana: www.racv.es/racv
digital. Valencia, 2012.
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’ Vértice ‘ Coordenadas compensadas

Xv1 100, 0004 m
Yi1 166,5963 m
Xva 163,0152 m
Yio 154, 2495 m
Xvs 167,5210 m
ng 88, 0114 m
Xy 99,9999 m
Yyu 99,9993 m

Cuadro 3.1: Coordenadas compensadas de la red

V2

V4

Figura 3.1: Croquis de la red

3.2. RECINTOS DE ERROR DE LOS VERTICES INI-

CIALES

La red en estudio se ha calculado con solucién inversa generalizada reciproca
con zonas de distinta significacion. Siempre existen dos zonas de muy distinta

significacion en cualquier red, a saber:
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e La zona que llamaremos “A”, concernida por vértices libres V1 y V2, de

coordenadas a determinar .

e La zona “B”, de vértices o puntos de apoyo V3 y V4, que se consideran fijos,

cuyas coordenadas se entienden en principio invariables y conocidas a priori.

Segun el articulo citado, recopilamos a continuacién parametros y matrices

necesarios para obtener los recintos de error de los vértices de una y otra zona.

3.2.1. LA ZONA “A”

3.2.1.1. COORDENADAS DE LA ZONA “A”

Las coordenadas de la zona “A” son:

Vértice | Coordenadas

Xy 100, 0004 m

Y1 166, 5963 m

Xvo 163,0152 m

Yia 154, 2495 m

3.2.1.2. VARIANZA A PRIORI DEL OBSERVABLE DE PESO UNIDAD

El estimador de la varianza a priori de la subred 1 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas X es:

0% =2,5827 - 1077

la desviacion tipica: o = 4,0927 - 10~ = 0, 00041 m

El estimador de la varianza a priori de la subred 2 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas Y es:

o2 =8,1904 - 1077

la desviacion tipica: o = 0,0009 m
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3.2.1.3. VARIANZA A POSTERIORI DEL OBSERVABLE DE PESO UNIDAD

El estimador de la varianza a posteriori de la subred 1 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas X es:

o2=FTPR_ 1 6974.10"7 =1,7-1077

T mi+mo—n

la desviacion tipica: o = 4,1231 - 10~ = 0,00041 m
El estimador de la varianza a posteriori de la subred 2 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas Y es:

g2— _RT-PR 1,868 - 10¢

07 mi+ma—n

la desviacion tipica: o = 0,0014 m

3.2.1.4. MATRIZ COFACTOR DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

Conocidas las matrices M de la subred 1 y de la subred 2: My, My, My y
My, calculadas en el epigrafe 2.4 del articulo de referencia?, podemos obtener las

matrices cofactor de los vértices de la zona “A” a partir de la conocida expresion:

—1
Qmaza - Mll

. 0,2931 0,1439
Qroze = M7 = , matriz cofactor de la subred 1

0,1439 0,4591

) 0,4684 0,0395 .
Quoy. = M71 = , matriz cofactor de la subred 2

0,0395 0,0699

3.2.1.5. MATRIZ VARIANZA COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA

“A”

En la subred 1 la matriz varianza covarianza es:

2Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT “Cuestiones bésicas en interpretacion de una red
clasica libre...”.Epigrafe 2.4. Opus Cit.
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0,497454042398561 0, 244315435251555
Ogy = O'g : Qza:va = . 10_7 m2

0,244315435251555 0, 779209385343674

En la subred 2 la matriz varianza covarianza es:

0, 875049760666387 0,073709532985295
Oyy = U% “Qyaya = 1075 m?
0,073709532985295 0, 130635982125522

3.2.1.6. SEMILADOS DE LOS RECTANGULOS DE ERROR A PARTIR DE LAS

MATRICES VARIANZA COVARIANZA DE LA ZONA “A”

Con el fin de conocer la probabilidad de que el vértice V'1 compensado se encuentre
dentro de su recinto de error y, a su vez el V2 se encuentre dentro del suyo
simultaneamente® es necesario conocer el hiperparalelepipedo como hipervolumen
de error, en posicion no canonica, constituido por los ejes o1, Oz2, Tyo1 ¥
Oy2, en el sistema de referencia que situamos plano a plano y por parejas de
ejes de coordenadas en el plano del levantamiento*. En nuestro ajuste serd un
hipervolumen de error de 4 dimensiones porque tenemos 4 variables libres, que
recordamos son las correcciones: dxyq, dyy1, drys, dyys, pertenecientes a la zona

que hemos llamado “A”.

A partir de la matriz varianza covarianza de las variables o,, y 0y, se sigue:

Tet = 1/0,4922-10~7 = 2,2186 - 10~* m
Opz = +/0,7709 - 10~7 = 2,7765 - 104 m
Tyo1= +/0,8750 - 106 = 9,3541 - 10~* m
Tyua= 1/0,1306 - 10-6 = 3,6139 - 10~* m

Que constituyen los semilados de los rectangulos canénicos de error a partir de las

elipses no candénicas.

3Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Epigrafe 2.7.1. Opus cit.

4Recordamos que el hiperparalelepipedo no tiene realidad fisica. Pero sus secciones por los

(Y]

planos coordenados de su espacio “x”, si.
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3.2.1.7. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES DE LA MATRIZ VARIANZA

COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

Los autovectores y autovalores de las matrices varianza covarianza o, y o, se

encuentran en cuadros sucesivos 52

20,8659 | 0,5002
0,5002 | 0,8659

Cuadro 3.2: Matriz de autovectores I'l de la matriz varianza covarianza de las
variables o,, de la subred 1

0,0976 | -0,9952
-0,9952 | 0,0976

Cuadro 3.3: Matriz de autovectores I'2 de la matriz varianza covarianza de las
variables o, de la subred 2

Uo2g1= 0,3525 - 1077 0
0 2o = 0,9106 - 1077

Cuadro 3.4: Matriz V1 = o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza o,
de la subred 1

[y2y1 = 0,8823 - 1076 0
0 [o2y2 = 0,1234 1076

Cuadro 3.5: Matriz V2 = 0., de autovalores de la matriz varianza covarianza o,
de la subred 2

5Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Epigrafe 2.7.1. Opus cit.
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3.2.1.8. SEMIEJES DE LAS FIGURAS DE ERROR A PARTIR DE LOS

AUTOVALORES

Aplicar una rotacion a los semiejes no candnicos (obtenidos a partir de 0., y 0y,

como hemos visto) hasta su posicion canénica® segtin la expresion:

siendo
I' = matriz de autovectores columna de o,, y 0y

0., = V = matriz diagonal de autovalores de 0., y o,

nos permite conocer los semiejes del hiperelipsoide de error inscrito en el
hiperparalelepipedo en el sistema canénico o,,. Asi, a partir de las matrices V

de autovalores obtenemos:

Oprol = Uyg = /0,3525-10-7 = 1,8775- 107" m

Oprva = byy = 1/0,9106 - 10-7 = 3,0176 - 10~* m

Oy1= 1 = 1/0,8823-1076 =9,3931 - 107t m

Oy2= by = 1/0,1234 - 10-6 = 3,5128 - 10~* m

Si comparamos estos semiejes con los semilados del epigrafe 3.2.1.6, la diferencia

entre la posicién canoénica con la no canénica, es de 1 y 2 décimas de milimetro.

Es la posicion canénica la que nos permite calcular la fiabilidad conjunta con
varios vértices libres, pero en el caso presente, para estudiar los recintos de error
es aconsejable estudiar la matriz de autovectores conjunta I' de 0,4, y 04y, cfr.

cuadro 3.6,

6Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Epigrafe 2.7.1. Opus cit.
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20,8659 [ 0,5002 | 0 0
0,5002 | 0,8659 | 0 0
0 0 | 0,0976 | -0,9952
0 0 |-0,9952 | 0,0976

Zonas de Distinta Significacion

Cuadro 3.6: Matriz de autovectores I' de la matriz varianza covarianza total de las
variables

donde comprobamos que dos autovectores con todos sus componentes nulos menos
dos indica que sus autovalores correspondientes estdn sobre un mismo hiperplano
coordenado, también los semiejes del hiperelipsoide que correspondan, y por
lo tanto, la elipse que definen. Comprobamos que la rotacion de los ejes del
hipervolumen de error hasta su posicién candnica mantiene las figuras de error
dentro del plano del levantamiento, y no las proyecta fuera de él. En este caso es
inmediato deducir una figura de error, en general no canoénica y con realidad fisica
(en concreto el rectangulo) asociada a cada punto de la zona “A”. Es licito girar
elipses y rectangulos hasta posicion candnica y aplicar Anéalisis Multivariante con

variables separadas.

3.2.1.9. RECINTOS DE ERROR Y FIABILIDADES COMPUESTAS

El Anélisis Multivariante se puede aplicar directamente, sin transformacion alguna
a los parametros de error no can6nicos porque sus dimensiones son muy proximas
a las de los pardmetros canonicos. Lo importante es que la relaciéon entre ejes
canonicos y mal llamados no canénicos (en realidad, desviaciones tipicas, segin
teoria) es aceptable, resultando proxima a 1 en todos los casos (cfr. (3) en el cuadro
3.7). Por otra parte, todas las figuras de error resultantes son bidimensionales; y

pueden situarse sobre el plano del levantamiento.
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Recordamos” que para evitar que el area/volumen de la podaria/hiperpodaria
supere al del rectangulo/hiperparalelepipedo y siendo las longitudes de los semiejes
arbitrarios a y b de elipse/hiperelipsoide:

a=0b-tg 71,259 =b-2,06
a=1>b-1tg28,759 =0-0,48

debera cumplirse

0,48 =tg 28,759 < § <tg 71,259 = 2,06

a

con 6ptimo en § = 1 =tg 509, caso circulo = elipse.

La relacion entre los semilados a = x; = 02, ¥ b = y; = 0y, (cfr. (4) en el cuadro
3.7) del recinto rectangular de error de cada vértice se cumple, con la excepcion
del semilado del semieje xq, lo sustituimos por el valor del semilado y; dividido

por 2, lo que equivale a ampliar el recinto de error, resultando:

9341105 — 4 6771 - 104 m

Multiplicamos por dos cada semilado (cfr. (5) en el cuadro 3.7) para obtener el lado
del rectangulo de error. Siendo la relacion entre ejes canonicos y lados proxima a 1,
preferimos elegir los lados porque siempre estan sobre el plano del levantamiento,
con evidente realidad fisica (ademés, en este caso los no canonicos también estan
en el plano del levantamiento).

A partir de la expresion®:

PRriozn =27 - [(N<Oa 1)(1)(}71

calculamos el porcentaje de fiabilidad multivariante P,rx,. de los dos vértices

libres de la red.

En nuestro caso n = 4 , tenemos 4 variables:

"Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretaciéon en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Epigrafe 1.3.3.2. Opus cit.

8Conocida por la teoria expuesta en M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y
su interpretacion en el ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada
por incrementos de coordenadas”. Epigrafe 1.2.2, ecuacion (97). Opus cit.
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OZy1, OYvl, OTp2 ¥ OYv2

La probabilidad asociada a los rectangulos de error de los vértices V1 y V2, para

n =4y con un coeficiente de homotecia K = 3 es:
Prrowm = 2" [(N(O, 1)§}n: (2-0,4987)* = 0,9974* = 0, 9896 = 98,96 %

98, 96 % es la probabilidad simultanea de que los vértices exactos y desconocidos V'1
y V2 se encuentren en sus rectangulos de error, cuyos centros son las coordenadas
compensadas de sus vértices respectivos tras el ajuste de las subredes, (cfr. (6) en

el cuadro 3.7).

Es evidente que la seleccion de los elementos de cruce de las ¢ filas y ¢ columnas
elegidas en la matriz varianza covarianza cuadrada de orden n inicial 0,, y oy,
modifica la superficie de error de los vértices de que se trate, debido a la influencia
de otros vértices. Al estudiar la probabilidad de ubicacion del vértice exacto V1 en
solitario en su recinto de error es diferente a la de ese mismo vértice considerando

los vértices V1 y V2 simultaneamente, resultando que:
q

PRKO'ZQ =27 [(N(Ov 1))?]
siendo n = 2 y con un coeficiente de homotecia K = 3

Prio., =0,9974* = 0,9948 = 99,48 %  (cfr. (7) en el cuadro 3.7).

Con la pretension de comparar los recintos de error canénicos y no canénicos de

los vértices V1 y V2, hacemos los calculos que siguen.

Unimos las dos matrices varianza covarianza o, obtenidas a partir de los ajustes

independientes de las subredes, tenemos:

02,1 =0,4922- 1077

OzvlOgv2 = 07 2417 - 1077 0 0

Oav10zv2 = 0,2417 - 1077

0245 =0, 7709 - 1077

0

0

0

0

0201 =0,8750 - 106

oyvioyw2 =0,0737 - 1076

0

0

Oyv1O0yv2 :0, 0737 - 10_6

0242 =0,1306 - 106

Cuadro 3.8: Matriz varianza covarianza total de las variables o,
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Y la matriz de los autovalores o, de la matriz varianza covarianza total o, sera:

Lig2prp1=0,3525 - 1077 0 0 0
0 lg2arps = 0,9106 - 107 0 0
0 0 fio2yv1= 0,8823 - 1076 0
0 0 0 [io2yrsa—0,1234 - 1076

Cuadro 3.9: Matriz o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza o,

Siguiendo la figura 2.3, del epigrafe 2.1, la elipse no canonica esta inscrita en un

rectangulo de lados 2-0, y 2-0,, y la elipse canonica inscrita en un rectangulo de

lados 2-a =2 \/llp200i ¥ 2-b =2 \/llg2yri -

En nuestro caso tenemos dos elipses no canénicas, para los vértices V1 y V2, y sus

rectangulos son:

- Rectangulo circunscrito a elipse no canénica Ry de lados:

liyvi=2 0xy =2-4,6771-107* = 19,3541 - 10~ m

lovi =2 0yy = 29,3541 - 10~4m = 0,001870 m

- Rectangulo circunscrito a elipse no canénica Ry9 de lados:

livo=2 0Ty =2-2,7765-10"*m = 5,5530 - 104 m

lo vo=2-0yu=2-3,6139-10""m =7,2278 - 10~*m

Y también dos elipses canénicas, para los vértices V1 y V2, y sus rectangulos son:

- Rectangulo circunscrito a elipse canonica Ry de lados:

Uivi=2-a=2 Jlgago =2-4,6771-107% = 9,3541 - 10~ m
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(siendo 4, 6771 - 107 el semilado corregido, segiin paginas anteriores)
Uovi=2b=2+ Jlig2g;1 =2-9,3931-107* = 0,001879 m
- Rectangulo circunscrito a elipse canénica R'yo de lados:

Ui vo=2-a=2/lgzom =2"3,0176-10~4 m = 6,0352 - 104 m

Uy ya=2-b=2- Jlioges = 23,5128 - 1074 m = 7,0256 - 10~ m

Si comparamos ambos rectangulos de error (con elipses candnicas y no canonicas)
podemos ver que las diferencias son muy pequenas. Y aplicando analisis
multivariante, las fiabilidades asociadas a los lados del rectangulo Ry, del vértice
libre V1, y del rectangulo Rj, del vértice libre V2, secciones del hiperpa-

ralelepipedo circunscrito al hiperelipsoide canénico de error, son:
-siendo K =3, n =4 —=
= Pricown = 24 [(N(0, 1)%]4: (2-0,4987)* = 0,9974* = 98,96 %

U =2 g K = 0,0028 m
U v =2 Sz K = 0,0056m
lll_v4 - 2 N \//JLG—Qx/rUQ . K - 07 0018 m
Uy =2 Sz K=0,0021m

Que podemos comparar con lados de los rectangulos secciones del hiperpa-

ralelepipedo circunscrito al hiperelipsoide no canénico de error, con la misma

fiabilidad, calculados en el cuadro 3.7:

-siendo K =3, n=4

= Prio.m = 24 [(N(0, 1)%]4: (2-0,4987)* = 0,9974* = 98,96 %
l1-yv1 = 0,0028 m

ZQ_Vl = 0, 0057 m
ll—V4 = O, 0017 m
l2_V4 :0, 0022 m
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3.2.2. LA ZONA “B”

3.2.2.1. COORDENADAS DE LA ZONA “B”

Las coordenadas de la zona “B” son:

Vértice | Coordenadas

Xvys 167,5210 m

ng 88, 0114 m

Xvya 99,9999 m

Yvy 99,9993 m

3.2.2.2. MATRIZ COFACTOR DE LOS VERTICES DE LA ZONA “B”

Conocidas las matrices M de la subred 1 y de la subred 2: My, My, My y
My, calculadas en el epigrafe 2.4 del articulo de referencia’, podemos obtener las

matrices cofactor de los vértices de la zona “B” a partir de la conocida expresion:
—_ -1 + _ ot
Qupzy = (Moo — Moy - My - Myg)t = S,

0,0875 —0,0875
Qupzy, = , matriz cofactor de la subred 1

—0,0875 0,0875

0,0451 —0,0451
Quyys = , matriz cofactor de la subred 2

—0,0451 0,0451

3.2.2.3. MATRIZ VARIANZA COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA

“B”

En la subred 1 la matriz varianza covarianza es:

0,1470  —0,1470
Ogy = 0-8 ) szwb = . 10_7 m?

—0,1470 0,1470

9Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT “Cuestiones bésicas en interpretacion de una red
clasica libre...”. Epigrafe 2.4. Opus Cit.
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En la subred 2 la matriz varianza covarianza es:

) 0,8419  —0,8419 L
Oyy =0 * beyb = -107"m
—0,8419 0,8419

3.2.2.4. SEMILADOS DE LOS RECTANGULOS DE ERROR A PARTIR DE LAS

MATRICES VARIANZA COVARIANZA DE LA ZONA “B”

A partir de la matriz varianza covarianza de las variables de la zona “B” 0., y 0y,

se sigue:

Opos = 1/0,1470 - 1077 = 2,90155 - 1074 m

Opos = 1/0,1470 - 10-7 = 2,90155 - 1074 m

opos= /0,8419-10~7 = 1,2124 - 10~* m

Oypa=1/0,8419 - 10-7 =1,2124 - 10~* m

Que constituyen los semilados de los rectangulos canonicos de error a partir de las

elipses no candnicas.

3.2.2.5. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES DE LA MATRIZ VARIANZA

COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA “B”

Los autovectores y autovalores de las matrices varianza covarianza o, y o, se

encuentran en cuadros sucesivos:

-0,7071 | -0,7071
-0,7071 | 0,7071

Cuadro 3.10: Matriz de autovectores I'l de la matriz varianza covarianza de las
variables o,, de la subred 1
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20,7071 | -0,7071
20,7071 | 0,7071

Cuadro 3.11: Matriz de autovectores I'2 de la matriz varianza covarianza de las
variables o, de la subred 2

Po2ev3= 0 0
0 loroos — 0,2940 - 107

Cuadro 3.12: Matriz V1 = o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza o,
de la subred 1

Ho2yn3= 0 0
0 g2yt = 0, 1684 - 100

Cuadro 3.13: Matriz V2 = o, de autovalores de la matriz varianza covarianza oy,
de la subred 2

3.2.2.6. SEMIEJES DE LAS FIGURAS DE ERROR A PARTIR DE LOS

AUTOVALORES

Los semiejes del hiperelipsoide de error inscrito en el hiperparalelepipedo en el

sistema canonico o,,. Asi, a partir de las matrices V' de autovalores obtenemos:

Uz’v3:av4:\/6:0m

Opron = by = /0,2940 - 107 = 1,7146 - 10~* m

Oy'v3= Ayl = \/6 =0m

Oyroa= by = 1/0,1684 - 10-6 = 4,1037 - 10~* m

Como debia ser, el recinto de error definido por el hiperelipsoide canoénico tiene
dos semiejes nulos, que provienen de la solucion pseudoinversa, degenerando asi en

un hipercilindro recto, segiin sabemos.

Ante esta situacion, que se repetird siempre que la solucién sea la pseudoinversa,
recurriremos en su momento a aplicar el epigrafe 2.3, que nos permitird extraer

conclusiones generales para la densificacion a partir de los vértices de la zona “B”.
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Capitulo 4

DENSIFICACION DE LA RED DE LA

UPV

A partir de las coordenadas compensadas de la zona “A” de la red en estudio

densificaremos con:

- los puntos correlativos,

- puntos pertenecientes al arco capaz de 7 sobre la alineacion de los vértices V1V2,
- y cualquier punto que interese al proyectista.

A partir de las coordenadas compensadas de la zona “B” de la red en estudio

densificaremos con:
- los puntos correlativos, sin informacion probabilistica.

A partir de las coordenadas compensadas de la zona “A” y de la zona “B”

conjuntamente densificaremos con:

- los puntos con abscisas procedentes de la zona “A” y ordenadas de la zona “B” y

viceversa, sin informaciéon probabilistica.
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4.1. DENSIFICACION CON LOS PUNTOS CORRELA-

TIVOS DE LA ZONA “A”

Los puntos correlativos, segiin la teoria expuesta en el epigrafe 2.1 seran los vértices

V5 y V6 de coordenadas:

’ Vértice ‘ Coordenadas
Xv1 100, 0004 m
Y1 166, 5963 m
Xve | 163,0152m
Yoo | 154,2495 m
Xvs 100, 0004 m
Yvs | 154,2495 m
Xve 163,0152 m
Yve 166, 5963 m

Cuadro 4.1: Vértices de la zona “A” V1 y V2 y vértices correlativos V5 y V6.

4.1.1. RECINTOS DE ERROR Y FIABILIDADES COMPUESTAS

En el cuadro 4.2 definimos los recintos de error de cada uno de los vértices en

estudio®.

La probabilidad asociada a los rectangulos de error de los vértices V1, V2, V5, y

V6, para n = 8 y con un coeficiente de homotecia K = 3 es:
Pricosn = 2"+ [(N(0,1)5]"= (2 0,4987)% = 0,9974® = 0,9794 = 97,94 %

97,94 % es la probabilidad simultanea de que los vértices exactos V1, V2, V5 y
V6 se encuentren en sus rectdngulos de error, cuyos centros son las coordenadas

compensadas de sus vértices respectivos.

1Segtin los datos del ejemplo del epigrafe 2.4.2.8 de M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT.,
“Cuestiones bésicas en interpretacion de una red clasica libre ajustada por el método de
incrementos de coordenadas”, Opus cit.
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Es evidente que la seleccion de los elementos de cruce de las ¢ filas y ¢ columnas
elegidas en la matriz varianza covarianza cuadrada de orden n inicial 0., vy 0y
modifica la superficie de error de los vértices de que se trate, debido a la influencia
de otros vértices. Al estudiar la probabilidad de ubicacion del vértice exacto V1 en
solitario en su recinto de error es diferente a la de ese mismo vértice considerando

los vértices V1, V2, V5, y V6 simultaneamente, resultando que:
K q
Pao., = 20+ [(V(0, 1))f]
siendo n = 2 y con un coeficiente de homotecia K = 3

Prko., = 0, 9974% = 0,9948 = 99,48 %

4.2. DENSIFICACION CON LOS PUNTOS PERTENECIENTES

AL ARCO CAPAZ DE % SOBRE LA BASE DEFINI-

DA POR LOS VERTICES V1 V2

™

5 sobre la base definida por los vértices

Un punto perteneciente al arco capaz de
V1y V2, segin la teoria expuesta en el epigrafe 2.1 puede ser el vértices VM, de

azimutes:
Azimut de VI M =0y = g — 6 = 1009 — 509 = 509
Azimut de V2 M = 0yopyy =2 -1 — § = 4009 — 509 = 3507

por interseccion directa virtual desde la base V1V2 de coordenadas conocidas,

obtenemos el vértice Vj,:
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’ Vértice ‘ Coordenadas

Xy 100, 0004 m
Y1 166, 5963 m
Xvye | 163,0152m
Yia 154, 2495 m
XV]V[ 125, 33439 m
You | 128,91550 m

Cuadro 4.3: Vértices de la zona “A” V1 y V2 y el vértice del arco capaz V M.

4.2.1.

En la subred 1 la matriz varianza covarianza es:

> 0,497454042398561 0,244315435251555
Ozz = 0 * Waezg =
0,244315435251555 0, 779209385343674

En la subred 2 la matriz varianza covarianza es:

0,875049760666387 0,073709532985295
Oyy = 03 *Qyaye =
0,073709532985295 0, 130635982125522

La matriz varianza covarianza total sera:

0,4922 00,2417 0

0,2417 00,7709 0

_ 2.
Oxyry = 00 va1y\/1$v2yv2 -

0 8750 0 0,737

0 0,737 0 1,306

La inversa de la matriz varianza covarianza total sera:

2,4014 —0,7529 0 0
0 0 1,1999 —0,6771
U;ylwy =
—0,7529  1,5332 0 0
0 0 —0,6771 0,80391
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Operando con todos los decimales posibles, en prevision de errores inaceptables de

redondeo, la inversa de la matriz varianza covarianza total sera:

Sii Sij  Sik Sil

Sij  Sjj  Sjk  Sjl

0;1.1:% =
90
Sik  Sjk  Skk Skl
S Sj1 Sk Su
2,37250538823529  —0,743881808235294 0 0
0 0 0,1199817363490365 —0,0676980232334050
—0,743881808235294  1,514628055294118 0 0
0 0 —0,0676980232334050 0, 8036835485010704

10" m

Aplicando la expresion (109):

[(zpr-cosd+ynr-send)-cosd (xpr-cosd+yp-send)-send (xpr-

sen d —ypr - cosd) - send  (—xpr - sen d + ypr - cos ) - cos b

Sii  Sij Sk Sil (zpr-cosd+yp - send) - cosd
1 sij sij Sjk st | (xpr-cosd+yp - send) - send e
o5

Sik  Sjk  Skk Sk (xpr-send —yns - cosd) - sen d

Sii SjI Sk Su (—xpr-send +ypr - cosd) - cosd

Con cos § = sen 0 se simplifica la expresion (109):

[(ar +yar) - cos? 5 (war +yar) -cos? 5 (war —yar) - cos? 8 (—xar +yar) - cos? 6]
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2,3725 —0,7439 0 0 (r +ym) - cos® 6
0 0 0,1200 —0,0677 = (Tpr +ynr) - cos® §

—0,7439 1,5146 0 0 (T — ynr) - cos? S
0 0 —0,0677 0,8037 (—xa + yum) - cos® &

Y operando se sigue

(z%nr - 3,4584 +y2, - 1,5416 +2 - 27 - ypr - 0,7572) -107 - cost § = C?

w2y - 3,4584-107 0,25 +y2, - 1,5416 - 107 - 0,25 +2 - 257 - yas - 0, 7572 - 107 - 0,25 = C?

2%y - 0,8646 - 107 +y3, - 0,3854 - 107 —2 - 257 - yar - (—0,1893) - 107 = C?

elipse con centro en el origen de coordenadas, como debia ser. Hemos comprobado

que obtenemos la misma elipse aplicando la ecuacion (224).

La ecuacién de la elipse genérica es:

;.(2.2 2.52_9.0r.q. ):2
e el G o,y 0, =21y 0y C

2. 2., ,2 2 2 (2.2 2\ _
xtoltytos =20y 04y —C* (0,0, —05,)=0

Comparando la ecuacion standard de la elipse

2. 2., .2 2 2. 2 2\ _
oo +ytos =21y -0y — (050, —05,)=0
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con la del punto M, proveniente de la ecuacion (109), obtenemos los valores de las

2

varianzas o,

05, y la covarianza o,,, siendo el sistema de 3 ecuaciones con tres

incognitas el que sigue:

0,8646-107 __ 0,3854-107 _ —0,1893-107 __ C? _ 1
05 o2 Oy CQ'(U%-U%’*U%y) a%-crgfaiy

Cuya solucion es:
05 =2,9074-107" = 0, = 5,3920- 10* m

02=1,2960-10"" = o, = 3,6000 - 10~* m

G4y = —0,63655 - 10~ m

Valores que guardan una perfecta relacion con los de las elipses de error de los

vértices V1y V2.

En el cuadro 4.4 definimos los recintos de error de cada uno de los vértices en

estudio.

La probabilidad asociada a los rectangulos de error de los vértices V1, V2y VM,

para n = 6 y con un coeficiente de homotecia K = 3 es:
Prrown = 2™ [(N(O, 1)5}”2 (2-0,4987)% = 0,99745% = 0,9845 = 98,45 %

99,45 % es la probabilidad simultanea de que los vértices exactos V1, V2 y VM
se encuentren en sus rectangulos de error, cuyos centros son las coordenadas

compensadas de sus vértices respectivos.

La probabilidad de ubicacion del vértice exacto V1 en solitario en su recinto de
error es diferente a la de ese mismo vértice considerando los vértices V1, V2, y

V M simultaneamente, resultando que:
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q
Pricry =21+ [(N(0,1));]

siendo n = 2 y con un coeficiente de homotecia K = 3 la probabilidad de un

vértice en solitario es:

Prio., = 0,9974% = 0,9948 = 99,48 %

4.3. DENSIFICACION CON UN PUNTO CUALQUIERA
EN REFERENCIA AL CASO TEORICO DE EJES

OBLICUOS

Definimos un punto proximo a los vértices conocidos V1 y V2, podria ser el punto

V' L, de coordenadas conocidas:

Vértice | Coordenadas

Xz 130 m

Y. 160 m

4.3.1. RECINTOS DE ERROR Y FIABILIDADES COMPUESTAS

Siguiendo la metodologia para el caso de densificacion con ejes oblicuos, expuesto
en el epigrafe 2.2, obtenemos los recintos de error y fiabilidades del vértice L, que
se pueden encontrar en el cuadro 4.5. Asimismo podriamos conocer los recintos de

error y fiabilidades de cualquier otro punto del plano del levantamiento.

Sean las coordenadas de los vértices V1, V2y VL:
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Vértice | Coordenadas

Xv1 100, 0004 m

Y11 166, 5963 m

Xvya 163,0152 m

Yvo 154,2495 m

XVL 125,33439 m

YVL 180 m

A partir de las coordenadas anteriores calculamos los angulos 9, v, y 6:

_  Yyo-Yy: _ 180-166,5963 13,4037
myi-vi = tg (6) X X,T = 135.33130-100000i — 253310 — U 4866

§ = 30,9804438

_ T\ Yyo—Yp _ _ 180—154.2495  _ 25750499 _ 1
mya-vy =tg (v + 2)*XVL—XB = 125,33439-163,0152 _ —37,68081 0,6834 = gy
~0,6834 = — L

9y

v = 61,8354278

El &ngulo entre los ejes oblicuos seréa:

6 = 1009 + 30, 9804439 — 61, 8354279 = 69, 1450159

0 = 69,145015%

Aplicando la expresion (224) obtendremos los semilados del recinto de error del

vértice L:

((A=T-ctg)-cosé (A—T-ctgh)-send —T-cosec-seny T -cosecl-cos~)-
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Sii Sij  Sik Sl (A—T-ctgh)-cosé
1 sij S Sik o Si | (A—=T-ctgf)-send _ o
70 Sik Sjk Skk Skl —I' - cosecO - sen Y
Sil S5l Skl S T - cosec @ - cos Yy
Siendo para el vértice L :
A=2a] =xp-cosy+yL-seny
M=yl =—xp-seny+yL-cosy
Sis Sij Sik Sil 2, 3725 —0, 7439 0 0
| oSS sk s | 0 0 0,1200 —0,0677 o7
0'2 -
A s sk sk sm —0,7439 11,5146 0 0
Sit Sjl Skl Su 0 0 —0,0677 0,8037

Desarrollamos la expresion (224):

((A=T-ctg)-cosé (A—T-ctgh)-send —T-cosech-seny T -cosecO-cos~)-

Sii  Sij  Sik  Sil (A=T-ctg®)-cosd
3 Sij  Sji Sik Sjt | (A—=T-ctgh)-send _
90

Sik  Sjk  Skk Skl —I'-cosec - sen

Syt Sji Sk Su I'-cosec - cos~y

Y después de un calculo realmente prolijo, se obtiene

2%, -1,8921 - 107 +y? - 5,1298 - 107 4, - yr, - 1,2754 - 107 —C? =0

2%, - 1,8921 - 107 +y2 - 5,1298 - 107 —2 - 2 -y, - (—0,63770 - 107) —C? =0

Que nos permite calcular el recinto de error del vértice V' L, como hicimos en el

epigrafe 4.2.1. Las varianzas y la covarianza son:
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En la tabla 4.5 se recogen los recintos de error y sus fiabilidades, conjuntas y por

separado.

4.4. DENSIFICACION CON LOS

05 =3,3551-107" =0, =5,7923 - 10~*m

02 =1,90965-10"" = 0, = 3,016 - 10" m

—1,1308 - 10" m

TIVOS DE LA ZONA “B”

Los puntos correlativos V7 y el V8 carecen de informacién probabilistica.

Adjuntamos sus correcciones diferenciales y las raices de sus varianzas, porque

PUNTOS CORRELA-

también pueden ser tutiles en el proceso de densificacion planimétrica.

’ Vértice ‘ Coordenadas compensadas | Correcciones diferenciales dx ‘ Semilados de los rectangulos de error

Xvys 167,5210 m 0,1333-10"3 m 2,90155- 10~ % m
Yirs 88,0114 m 0,65378 - 1073 m 1,2124 104 m
Xvq 99,9999 m —0,1333-1073 m 2,90155- 104 m
Yy 99,9993 m —0,65378 1073 m 1,2124 104 m
Xy7 167,5210 m 0,1333-107 3 m 2,90155-10~% m
Yy 99,9993 m —0,65378 - 1073 m 1,2124-10*m
Xvys 99,9999 m —0,1333-103 m 2,90155-10"%m
Yy 88,0114 m 0,65378-10~3 m 1,2124 104 m

Cuadro 4.6: Coordenadas de los vértices libres V3 y V4 y sus correlativos V7 y

V8
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4.5.

DENSIFICACION CON PUNTOS CON ABSCISAS

PROCEDENTES DE LA ZONA “A” Y ORDENADAS

DE LA ZONA “B” Y VICEVERSA

A partir de las coordenadas compensadas de los vértices de la zona “A”: V1y V2

y de la zona “B”: V3 y V4, del cuadro 4.7:

’ Vértice ‘ Coordenadas compensadas ‘ Correcciones diferenciales dx

Semilados de los rectangulos de error

Xv1 100, 0004 m 0,2960 - 1073 m 2,2186-10"%m
Yy 166, 5963 m —0,7994-1073 m 9,3541-10"%m
Xva 163,0152 m 0,4405-10~3 m 2,7765- 104 m
Yo 154, 2495 m —0,7994-1073 m 3,6139-10"%m
Xvys 167,5210 m 0,1333-10"3m 2,90155-10~% m
Yy 88,0114 m 0,65378-10~3 m 1,2124 104 m
Xy 99,9999 m —0,1333-1073 m 2,90155-10"4m
Yva 99,9993 m —0,65378 - 1073 m 1,2124-10"4m

Cuadro 4.7: Coordenadas compensadas de la red

obtenemos las coordenadas de 8 vértices virtuales: V9, V10, V11, V12, V13, V14,

V15, y V16. Nuevamente adjuntamos sus correcciones diferenciales y las raices de

sus varianzas para tener mas informacion sobre ellos.
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’ Veértice ‘ Coordenadas compensadas | Correcciones diferenciales dx Semilados de los rectangulos de error

Xvo 100, 0004 m 0,2960 - 1073 m 2,2186- 10~ % m
Yvg 88,0114 m 0,65378-10~3 m 1,2124 104 m
Xvio 100, 0004 m 0,2960 - 1073 m 2,2186 - 10 % m
Yvio 99,9993 m —0,65378 - 1073 m 1,2124-10~4m
Xvi1 99,9999 m —0,1333-1073 m 2,90155- 10~ % m
Yvii 154, 2495 m —0,7994-1073 m 3,6139-10"%m
X1z 99,9999 m —0,1333-1073 m 2,90155-10"4m
Y12 166, 5963 m —0,7994-10~3 m 9,3541-10"*m
Xvis 163,0152 m 0,4405-10"3 m 2,7765-10"%4m
Yvi13 88,0114 m 0,65378-1073 m 1,2124-10*m
Xvia 163,0152 m 0,4405-10~2 m 2,7765-10"%4m
Yvia 99,9993 m —0,65378 - 1073 m 1,2124 104 m
Xvis 167,5210 m 0,1333-10"3 m 2,90155 - 10~% m
Yvis 154, 2495 m —0,7994-1073 m 3,6139-10"%m
Xvie 167,5210 m 0,1333-10" 3 m 2,90155-10~% m
Y16 166, 5963 m —0,7994-10~3 m 9,3541-10"*m

Cuadro 4.8: Coordenadas de los puntos con abscisas procedentes de la zona “A” y
ordenadas de la zona “B” y viceversa

Puede ser ilustrativo trabajar con el hipercilindro que contenga la soluciéon

seudoinversa de que se trate. Este sera de la forma, segtin expresion (244):

T, o+ o 2 -
T, Oy + Tp =k, =conocido

siendo (245):
z, =S AT . P. K =solucion pseudoinversa conocida

Y en la subred 1 la matriz varianza covarianza recordamos que es 0,,, vy en la
subred 2 oy,:

0,1470 —0,1470

_ 2 _ 7.2
Opw = 05 * Qupz, = 107" m

—0,1470 0, 1470

) 0,8419 —0,8419 S
Oyy = O0g ° beyb = -107"m

—0,8419 0,8419
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Resultando dos valores de k,:

55;{1 O Tpl = k}%l =
+
0,1333-1073 0,1470 —0, 1470 .
—0,1333-1073 —0,1470 0, 1470
( 0,1333-107% —0,1333-1073 ) =
= 1,2088
kyn = 1,0994
Ty Oy Tpe = Ky =
+
0,65378 - 1073 0,8419 —0,8419 =
0,65378 - 103 ~0,8419 0,8419

( 0,65378 - 1072 0,65378 - 1073 ) =
=5,0770

ko = 2,2532

Y finalmente, siendo la sensibilidad de la red inferior al milimetro?, con las
fiabilidades anteriormente expresadas podran aceptarse como exactas las cifras

de los resultados obtenidos hasta la de los milimetros, inclusive.

2Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT., “Cuestiones bésicas en interpretacién de una red
clasica libre ajustada por el método de incrementos de coordenadas”. Pg. 59. Opus cit.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

El presente trabajo completa la fase medular de la linea de investigacion
emprendida hace cuatro anos por el equipo de técnicos pertenecientes a la
Universidad Politécnica de Valencia publicada en cinco entregas sucesivas,
contando la presente, en la revista digital de la Real Academia de Cultura
Valenciana. Con el antecedente de otras publicaciones en papel editadas
fundamentalmente en la mencionada Universidad debidamente resenadas y

citadas!.

Y como es secularmente preceptivo, siempre hasta el momento presente y en el

estado actual de doctrina y tecnologia.

Se trata del permanente objetivo de acceder con la precision adecuada a la métrica
del espacio fisico concernido por una red local y, esencialmente, interpretar los

resultados obtenidos con el mas alto poder de afirmacién posible.

Y debe de establecerse como condicidon de partida que nos referimos a trabajos que
requieren avanzar mas alld de las tareas repetitivas de rutina que, cubriendo sin
reproche gran parte de la practica profesional usual, son asequibles con importante

coeficiente de seguridad a la excelente calidad de la instrumentacion moderna y al

'En especial M. CHUECA PAzoS, A. B. ANQUELA JULIAN, S. BASELGA MORENO “Disefio de
Redes y Control de Deformaciones. Los problemas del Datum y Principal de Diseno”. Universidad
Politécnica de Valencia. Valencia 2007. De donde, previa autorizacién, hemos obtenido parte de
la teoria que antecede.
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automatismo ofrecido por aplicacion reiterada del hardware y software actualmente

disponibles.

Asi pues, tratamos tan solo del grupo de proyectos que, por la razén o razones
técnicas, econémicas, de responsabilidad o de cualquier otro tipo, y consecuencias
posibles que concurran en ellos, requieren ademéas y necesariamente, directa
y permanente vigilancia y decisoria intervenciéon técnica humana altamente

cualificada.

En sintesis, y en virtud de cuanto antecede concluimos que el método completo
desarrollado en teoria y praxis ofrece esencialmente como avances que asi mismo

entendemos rigurosamente comprobados en la practica:

e Un tratamiento novedoso del ajuste gaussiano que se ha denominado “por
incrementos de coordenadas”. Con técnicas de homogeneizaciéon de observables,
pesos, separacion de tipos de coordenadas, eliminaciéon de covarianzas, y en

consecuencia, utilizacion rigurosa de observables GNSS.

e La metodologia necesaria para la aplicacion del Anélisis Multivariante al vector
de coordenadas compensadas, permitiendo la formulacion de figuras de error
simultaneas de alto poder de afirmacion y cota de probabilidad arbitraria en

cualquier grupo o grupos de vértices. Desde una sola coordenada hasta la totalidad

de la red.

e Densificar la red de que se trate en cualquier caso y a cualquier punto o subespacio
de puntos geométricamente relacionable con vértices de la red por interseccion
directa virtual, con idéntico poder de afirmacién que estos tltimos y sin necesidad
de trabajo de campo adicional. Hasta completar un Modelo Digital del Terreno de

cobertura y densidad arbitraria.

Los dos primeros apartados son objeto de las cuatro publicaciones anteriores a la

presente. Las paginas que anteceden se ocupan del tercer apartado.

A lo largo de todo el proceso se ha comprobado satisfactoriamente la doctrina

con la praxis adecuada sobre la red monumentada en el Campus de Vera de
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la Universidad Politécnica de Valencia. Creemos que por primera vez de forma

completa y ordenada.

Y queda tan solo para la sexta y por el momento tltima parte de la linea de
investigacion programada, el estudio y praxis de la evolucion en el tiempo de una
red local y sus eventuales modificaciones o deformaciones. Actualmente en estado

de elaboracion muy avanzado.
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