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Sobre la Evolucion en el Tiempo de una Red Local.
Control Gaussiano de Deformaciones.

El objetivo del presente articulo es desarrollar la teoria y praxis de un nuevo
método de control de deformaciones en el ambito de la Microgeodesia.

Permite conocer con fiabilidad simultinea de 0.99 las posibles modificaciones que
han sufrido en el tiempo los vértices de una red local.

Con la ventaja de poder definir cualquier punto en el ambito de la red en estudio
con las mismas garantias que los vértices de la misma.

El presente trabajo completa cinco publicaciones anteriores que constituyen la
preparacion previa e imprescindible  para su estudio y comprension. Los cuatro
articulos publicados estan en la Revista Digital: www.racv.es/racv: “Progreso en la
practica del Ajuste Gaussiano de una red local. Método de Triangulateracion”, “Ajuste
Gaussiano de redes por el método de Incrementos de Coordenadas”, “Recintos de error
y su interpretacion en el Ajuste Gaussiano de una red local observada con GNSS y
ajustada por incrementos de coordenadas. Teoria y Praxis”, “Cuestiones basicas en
interpretacion de una red clasica libre ajustada por el método de incrementos de
coordenadas”, y por ultimo “El Problema Principal de Disefio. Densificacion a partir de
la Solucién Inversa Generalizada Reciproca con Zonas de Distinta Significacion”.
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Sobre la Evolucion en el Tiempo de una Red Local.
Control Gaussiano de Deformaciones.

In this paper we are going to explain the theory and praxis of a new method to
control deformations within the field of micro geodetics.

This method gives you a simultaneous 0,99 reliability in the knowledge of the
modifications that the apexes of a local net did suffer in time.

It has the advantage of letting you defying any point in the net with the same
guaranties than their apexes have.

To deal with the theory and practice that we present here, we refer to the four previous
articles that has published in the Digital Journal: www.racv.es/racv “Progreso en la
practica del Ajuste Gaussiano de una red local. Método de Triangulateracion”, “Ajuste

Gaussiano de redes por el método de Incrementos de Coordenadas”, “Recintos de error
y su interpretacion en el Ajuste Gaussiano de una red local observada con GNSS y
ajustada por incrementos de coordenadas. Teoria y Praxis”, “Cuestiones bdésicas en
interpretacion de una red clasica libre ajustada por el método de incrementos de
coordenadas”, and “El Problema Principal de Disefo. Densificacion a partir de la
Solucidén Inversa Generalizada Reciproca con Zonas de Distinta Significacion”.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

El presente articulo completa los cinco' publicados anteriormente, no
como se prolonga una linea anadiendo un segmento mas, sino como las

palabras finales de una frase que permiten comprender su entero significado.

YCfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, A. MARQUES MATEU, J.M. PAREDES ASENCIO,
M. VILLAR CANO “Progreso en la préactica del ajuste gaussiano de una red local.
Método de Triangulateraciéon”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital:
www.racv.es/racv digital. Valencia, 2010.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, N. QUESADA OLMO, M. VILLAR CANO, J.M. PAREDES
ASENcIO, A. MARQUES MATEU, “Ajuste Gaussiano de redes por el método de
Incrementos de Coordenadas”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital:
www.racv.es/racv digital. Valencia, 2011.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, FR. GARCIA GARciA, M. VILLAR CANO “Recintos de
error y su interpretaciéon en el ajuste gaussiano de una red local observada con
GNSS y ajustada por incrementos de coordenadas. Teoria y Praxis”. Real Academia
de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia, 2012.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, FR. GARCIA GARCIA, M. VILLAR CANO “Cuestiones
bésicas en interpretaciéon de una red clésica libre ajustada por el método de incrementos de
coordenadas”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv
digital. Valencia, 2012.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ “El Problema Principal de Disefio. Densificacién a partir
de la Solucién Inversa Generalizada Reciproca con Zonas de Distinta Significacién”. Real
Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia,
2012.
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Con la imprescindible preparacion previa, nos dedicamos ahora al estudio
y praxis de la evolucion en el tiempo de una red local y sus eventuales
modificaciones o deformaciones.

En primer lugar explicaremos brevemente la teoria que sustenta el estudio
del control de deformaciones y a continuacion la aplicaremos, utilizando como
ejemplo practico una red microgeodésica constituida por cuatro vértices: V'1,
V2, V3 y el V4, (cfr. figura 1.1), ubicados en el campus de la Universidad
Politécnica de Valencia, como lo hemos venido haciendo desde el principio

de la presente disciplina.

V4

Figura 1.1: Croquis de la red

Estudiaremos el posible desplazamiento de los vértices V1 y V2 a partir
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de dos campaiias topograficas consecutivas y distanciadas en el tiempo?.

La zona de levantamiento es de intenso transito y se han efectuado en
ella obras con movimiento de tierras en el intervalo considerado que podrian
haber afectado, siquiera minimamente, a la monumentacién de los vértices
de la red. Se trata de establecer una interpretacion cifrada y razonada de la

posible modificacion de su geometria.

2La primera observacion se efectué en Mayo de 2010 y la segunda en Mayo de 2011.
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Capitulo 2

CUESTIONES CONCEPTUALES

Se desarrolla a continuacion un algoritmo de evaluacion, calculo y control
de las variaciones experimentadas en su caso y a lo largo del tiempo por la
geometria de un espacio natural o artificial cualquiera definido por una Red
Local, a cuya evolucion métrica se accede mediante aplicaciones sucesivas de
técnicas de ajuste y compensacion de Gauss. Y para mejor comprension y
correcta aplicacion de lo que sigue, es procedente establecer en primer lugar
alguna cuestion conceptual y metodologica.

Es de aplicacion a alteraciones y movimientos del suelo, variaciones
hidrograficas o de zonas costeras, construcciones, obras de fabrica y en general
a cualquier recinto, superficie o espacio material, natural o artificial, que se
suponga no estable y pueda definirse e individualizarse por la variacion en el
mismo a lo largo del tiempo de las coordenadas de puntos testigo proyectados,

observados, ajustados entre si e interpretados como puntos de la Red o
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asociables a ella. Su aplicacién en cuestiones topograficas y no topograficas
es cada vez mas frecuente, de tal manera que el conjunto de su teoria y
practica define ya una nueva materia que acostumbra a denominarse Control
Microgeodésico de Deformaciones o en sentido més amplio, Microgeodesia
Tetradimensional.

Concepcién bésica tedrica y metodologia de aplicacion son en nuestra
opinion claros, a saber. Se procederd a proyectar la red local de control,
que contendra entre sus vértices a los puntos testigo, elegidos en principio
como supuestamente més significativos con respecto al fendmeno a controlar,
junto con otros que provisionalmente tienen el caricter de fijos y definen el
Datum, con las salvedades que ya hemos estudiado en el Problema de Diseno
de Orden Cero PDO0, Problema Principal de Diseno PPD, y Zonas de Distinta
Significacion.

Asi pues, es preciso considerar como regla y no como excepcion, que
la normalmente alta exigencia implicita en el trabajo impida en general
la utilizacion de vértice geodésico, topografico o incluso microgeodésico
alguno de apoyo o enlace que pueda considerarse rigurosamente Datum.
Por consiguiente en la gran mayoria de los casos, su determinacién no es
aprioristica sino que forma parte del problema como primera fase del mismo.
A este efecto es preceptiva la aplicacion de la doctrina del PD0, Problema de
Diseno de Orden Cero segiin en su momento se desarrollé y que encuentra su
utilidad fundamental en la cuestion expuesta. Ademas serd preciso iniciar la

tarea con la aplicacion del algoritmo de redes libres, con todos sus recursos
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conocidos de diseno, tipo de ajuste, calculo e interpretacion de resultados,
recintos de error, zonas de distinta significacion, analisis multivariante, etc...
Todo ello para definir y calcular el Datum y el primer ajuste, modelo y
coordenadas de partida.

En las campanas siguientes se mantendran los mismos criterios y
metodologia de aplicacion, siendo ademas cuestion prioritaria conseguir la
certeza de que la red permanece inalterable (o que en principio puede
parecer un contrasentido), en diversos aspectos no solo de su senalizacion
y monumentacion fisica, sino también y muy especialmente en la datacion a
priori de sus parametros y matrices de diseno, segtin se vera. Del mismo modo
se observara estrictamente el mismo método de observaciéon y se utilizaran
los mismos instrumentos y hasta donde sea posible los mismos observadores.

Cualquier duda razonable al respecto que surja en una campana
cualquiera conduce a independizarla del resto, interrumpe la secuencia de
trabajo, se configura como nueva red libre independiente, y puede conducir
a reiniciar el proceso con la complicacion y quebranto consiguientes. Es
fundamental que las campanas de medicién sean tan homogéneas como se
sea capaz de lograr. Solo asi serdn también rigurosamente comparables,
confidndose el poder de afirmacion de los resultados obtenidos a la seguridad
de una practica cuidadosa, siempre preferible a la decisién inducida por

cualquier baterfa de test estadisticos!. Seguir este criterio requiere més

'M.CHUECA Pazos, J.HERRAEZ BOQUERA, J.L.BERNE VALERO “Ampliacién de
Redes Topogréficas y Locales: Cuestiones de Disefio”. Universidad Politécnica de Valencia.
Valencia, 1995. M.CHUECA PAz0s “Sobre el Control Microgeodésico de Deformaciones”
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trabajo y dedicaciéon y por ello es frecuente que no se respete, con resultados
muy indeseables.

Definidos satisfactoriamente Datum y ejes coordenados, sucesivas cam-
panas de observacion y ajuste de la que podemos llamar “misma red” apli-
cando idéntica metodologia daran lugar, por diferencia de coordenadas en
los puntos testigo, a la evaluacion de las posibles deformaciones o variaciones
acaecidas, en valor y signo segiin cada eje de coordenadas.

Si es posible, se completara el trabajo con un modelo analitico de la
geometria de la deformacion cuya formulacion aprioristica es frecuentemente
asequible a través de métodos y técnicas no topogréaficos ni microgeodésicos,
que exceden a nuestra especialidad y al propésito de este trabajo. En
dicho supuesto (por ejemplo en estudio de progresion de deformaciones en
grandes obras de fabrica), la comparacion del modelo geométrico obtenido
y el constructivo proyectado afectado por las solicitaciones en presencia,
previstas o sobrevenidas, permite generalmente obtener predicciones de
comportamiento estructural rigurosas y ttiles.

Entre otras disciplinas y en especial, el calculo tensorial, la Mecéanica

Elastica y la teoria de elementos finitos son necesarios para interpretar el

(Apuntes). Universidad Politécnica de Valencia. Valencia, 2004. En ambas publicaciones
la interpretacion de resultados finales se basa en la aplicacién del Método de Ajustes
Coordinados, que implica la utilizacion de observables virtuales de peso infinito, seguida de
la aplicacion de los test F'y 2, con pardmetro de traslacion, sobre cuyos inconvenientes nos
hemos extendido en publicaciones posteriores. Véase M.J.JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT.
“Recintos de error y su interpretaciéon en el ajuste gaussiano de una red local observada
con GNSS y ajustada por Incrementos de Coordenadas. Teoria y Praxis”. Pg 16 y sig.
Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia,
2012.

11
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conjunto del fenémeno fisico. Solo a efectos de comprender su empleo hemos
expuesto en ocasiéon anterior nociones elementales de la primera materia

citada. Creemos que no serd necesario en ésta.

El planteamiento del problema segin la doctrina conocida es sencillo.
Supuesto de aplicaciéon con la notacion usual el modelo matematico de

observaciones indirectas, de la forma:

linealizado segiin
Ar— K =R (2)

su solucion , en una campana cualquiera que suponemos para fijar ideas

de indice “17, se expresard segin red ligada y libre

$1:<A{'P1'A1)_1'A?'P1'K1:Sl_l'Aclr'Pl'Kl, redligada

xlz(AlT.PlAl)_Ar{PlKlzsl_A{PlKl, red libre

(3)

con matriz inversa de Cayley e inversa generalizada reciproca respectiva-
mente, debiendo tenerse en cuenta también el caso particular de correcciéon
minima

12
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= (A -P-A)T-AT-P-K =S Al - P- K, (4)

red libre con matriz pseudoinversa.

y en cualquier caso el vector de coordenadas ajustadas sera
X1 = Xal + s} (5)

Asi mismo, en una campana siguiente de indice “2” se tendrd sucesiva-

mente

x2:<Ag'P2‘A2)71'Ag'P2'K2:Sgl'Ag'PQ'Kgy (6),redligada

19 = (ALY Py Ay~ AT - P, Ky =Sy - AT - Py K, red libre genérica

Ty = (A - Py-Ag)T - AY - Py Ky =55 - A7 - Py- Ky, (7)

red libre solucién pseudoinversa
Xy = Xao + 12 (8)

En definitiva, se aceptard que la variaciéon en el tiempo o deformaciéon

experimentada por la red se expresara por el vector “d’ de componentes

d:dl :XQ—Xl = (XQQ_Xal)+(x2_'r1) (9)

13
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resultando la solucién tedricamente irreprochable.

Pero en primer lugar ya conocemos la severa dificultad practica que
entrafna aceptar la red como ligada, con puntos fijos y Datum de coordenadas
exactas, error cero. Y no siéndolo, es ineludible elegir justificadamente una
matriz inversa generalizada adecuada, lo que no es en principio inmediato. Y
no hay motivo aparente que justifique adoptar la solucién pseudoinversa. La
deformaciéon a priori no tiene por qué ser minima.

Ademas, la interpretacion de resultados requiere el conocimiento de las
figuras o cotas de error de los cuatro términos X, X,1, %2, 71, y Sus
respectivas interrelaciones. No contribuye a simplificar las cosas que las
correcciones z; sean variables aleatorias y las coordenadas aproximadas X,;,
no. Y en definitiva, cualquier diferencia observacional, de diseno, calculo,
o interpretacion, en el progreso y tratamiento de ambas campanas, aunque
individualmente consideradas resulten irreprochables, puede implicar que su
efecto conjunto de lugar a perturbaciones indeseables en los resultados.

Planteado asi conceptual y operativamente el problema, no cabe duda
que para acceder a su solucion es preciso tratar de simplificarlo previamente,
sin pérdida de rigor y hasta donde nos sea materialmente posible.

Se desprende de lo expuesto que la mejor solucién hasta ahora a nuestro
alcance pasa por conseguir la mayor homogeneidad comparativa en todas las
campanas y en todos sus aspectos posibles. Por consiguiente y a efectos de
favorecer célculo e interpretacion, entendemos como necesario esforzarse en

que sean invariantes o puedan considerarse como tales a lo largo de todo

14
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el proceso los parametros y matrices de diseno a priori siguientes. Con la
notaciéon usual:

X, = vector de coordenadas aproximadas de vértices y consiguientemente

Oc¢ = F (X,) = vector de observables de valores calculados

02 = estimador a priori de la varianza del observable de peso unidad

P = matriz a priori de pesos de observables y en consecuencia

Q = P!, matriz cofactor a priori de pesos

A = matriz de diseno de formas lineales y en consecuencia

(AT.P-A)"! = S~ = Q,, = matriz cofactor a posteriori de coordenadas
de vértices, caso determinista

(AT P-A)” =5 =Qu

(AT P-A)" = 5" = Qu

S™, ST = matrices cofactor a posteriori de coordenadas de vértices. Red
libre.

Se trata en suma que sea invariante cualquier elemento de diseno a
priori. Solo variard segin es obvio, el vector de observables Or, de valores
observados, que sin embargo deben conservar sus pesos respectivos en todas
las campanas, es decir, y como facilmente puede entenderse, sus respectivas
precisiones. Con el vector de observables Op variard el vector de términos
independientes K = Op — O¢ .

En lo que sigue suponemos la cumplimentacién del condicionado ex-
puesto. No es imposible lograrlo siquiera en aproximacion suficiente para

mantener el imprescindible nivel de rigor. Con ella la comparaciéon de resul-

15
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tados y su cifrado entre campanas resulta irreprochable y su interpretacion
estadistica y probabilistica, elemental. Para empezar, entendemos como mas
adecuada la aplicacion del método conocido de ajustes por incrementos de
coordenadas, que permite no solo la constancia de la matriz A, sino que,
ademas sus elementos sean todos exactos. Y otras prescripciones y normas

al efecto seran objeto de estudio individualizado en las paginas que siguen.

En la primera campana se habra determinado el primer vector de

correcciones x; a X, segun:
r=(AT - P- A1 AT.P. K, =851 AT.P. K, (10)
en ajuste determinista o bien
t, =8 -AT.P.K,=A" K, (11)

en red libre.

y en la segunda campana se obtendra respectivamente

2 =(AT - P - AV AT . P Ky=81.AT.P. K,  (12)

IQIS_'AT'P'KQZAI_'KQ (13)

en los dos supuestos contemplados.

Donde
Kt = OTt - F (Xa) = OTt - OC’ (14)

16
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tel,2

con
Oy = vector valores observados en el ajuste t

F (Xa) = O¢ = vector valores calculados en cualquier ajuste

Y el vector de deformaciones en los vértices de la red producidas entre

ambas campanas sera

d= (ZL’Q - .1]1> (15)

A la misma solucion puede llegarse directamente ajustando también por
Gauss el sistema compuesto de formas lineales obtenido por diferencias

miembro a miembro de las correspondientes a cada campana, es decir

(A 2 —K))— (A — K1) = (Ro— Ry) =Ry (16)

y lo que es lo mismo

A (13— 21) — (Ko — K1) = (Ry— R) = Rq  (17)

y simplificando la notacion el sistema compuesto se escribiré

Ad—Ky=Ry;  (18)

Donde cada forma lineal es la diferencia de dos formas lineales
correspondientes en ambas campanas, tomadas observable a observable con

vector de variables “d’ representativas de las diferencias o deformaciones

17
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aparecidas entre las dos campanas, coordenada a coordenada y en cada uno
de los vértices del ajuste.

Del mismo modo es evidente y muy importante subrayar para evitar
confusiones de interpretacion que el residuo y el observable de cada forma
lineal del sistema y ajuste compuesto es también la diferencia entre los
valores correspondientes de residuos y observables de las formas lineales de
las campanas de partida, como vamos a ver. Ello significa ademéas un cambio
en el peso de cada forma lineal del sistema compuesto con respecto a las de
partida.

En efecto, consideremos la ecuacién vectorial (14) de los términos
independientes de los dos sistemas de formas lineales correspondientes a
las dos campanas, esencialmente variables si existe deformacién por serlo
entonces Ory.

Se escribira, desarrollando (14)
Ky = Oy — O¢ (19)
K, =0m —O¢ (20)

donde segtin hemos visto O7y y O7 son los vectores de observables de las
campanas 2 y 1, entendiendo por el subindice 1 la primera campana, llamada
también “de partida o establecimiento” y por el subindice “2” una campana
ulterior, arbitraria, “de medicién o control”.

Del mismo modo, sabemos, se supone y es esencial lograr que el vector de

observables calculado O¢ = F(X,), sea constante en ambas campanas por

18



RACYV Digital - Sobre la Evolucion en el Tiempo de una Red Local. Control Gaussiano de Deformaciones

serlo X,, segun el modelo usual de observaciones indirectas C' — F (X)) = 0,
siempre de aplicacion.

En virtud de lo que antecede en (17), el vector de los observables Ory
del sistema de formas lineales se expresara a partir de los vectores Ky y Ky

segun

Ky — Ky = (Ory — Op1) — (O — O¢) = Opgq — Vector nulo (21)

Con

Orq = Ora — Oy (22)

Orgq = vector de observables diferencia de los Org v Op; correspondientes
a las dos campanas.

Orq es asimilable al vector de observables-deformaciones en el sistema
compuesto, cuyas componentes se asumirdn a todos los efectos como valores
observados.

y un observable genérico de orden 7, en el sistema compuesto sera

Osz' = OT2Z’ - OTli (23)

Que en su caso mas general corresponderia a la diferencia de dos
valores angulares, distanciométricos o GNSS si su precision es suficiente,
expresados en la forma lineal diferencial de primer grado adecuada y
conocida, explicitando las coordenadas de los vértices que relacionen. Y como

en consecuencia, si existe la deformacién concernida d;, que es una diferencia
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de coordenadas, se expresara siempre en unidades de longitud, y resulta
segun ya se dijo singularmente ventajoso utilizar el método bien conocido
de incremento de coordenadas en el cilculo del ajuste.

Por otra parte se tiene que

Oca = O¢ — O¢ = vector nulo en cualquier ajuste, es asimilable al
vector calculado de observables-deformaciones. Su nulidad es consecuencia
inmediata de la constancia asumida del vector de coordenadas aproximadas
de partida X,, y por tanto de Oc = F (X,). Se ratifica asi como esencial
lograr que ello sea realmente asumible en todas las campanas.

Como consecuencia, simplifica cdlculos e interpretacion calcular las
deformaciones siempre “al origen”, es decir, con referencia a la primera
campana de partida o establecimiento, sirviéndose de ella como patron de
COmparacion.

En (23), las varianzas a priori de los observables genéricos Ory; y Ory;
correspondientes a la forma lineal de orden 7 en las campanas 1 y 2 son

respectivamente:
o %z yo %@ (24)

y siendo evidentemente independientes ambos ajustes y a fortiori los
observables correspondientes, no existira covarianza entre ellos y se tendréa la

expresion de la varianza a priori del observable-deformacion también genérico

OTdi .

‘75211' :U%i"‘agi (25)
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y Su peso
pa X iy (20)

pero si la matriz P es invariante en las campanas 1 y 2, lo serdn sus
elementos y debe cumplirse que en ambos ajustes los dos observables tengan

la misma precision a priori y por tanto
Ui‘ :ng‘ 201'2 (27)
resultando
pdi“édﬁzé'pn:%'p% (28)

Es claro que la condicion de invariancia de P, cuyo cumplimiento
supondremos de ahora en adelante, implica no solamente alta precision en su
caso y en todos los observables, sino también y siempre alta homogeneidad
en todas las campanas de observacion, so pena de elevado riesgo de pérdida
de fiabilidad en los resultados. Como de costumbre, estamos tratando de un
proyecto técnico avanzado, que requiere la atencion y buen hacer de expertos

de alto nivel.

Asi pues, debera lograrse al limite de lo posible, que
Pp=1.p=1.p (29)
Qu=P;'=(1-P)'=2.P1=2.Q  (30)

matrices de pesos y cofactor a priori y también
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0ta; =207 (31)

donde

1 = nimero de orden del observable en la campana de ajuste 1 y 2.

Orq = observable diferencia en el ajuste conjunto

P; = matriz a priori de los pesos de los observables diferencia
(observables-deformaciones) en el ajuste conjunto.

En consecuencia, se ratifica la licitud de resolver el ajuste del sistema
compuesto de formas lineales (18) segiin la solucion Gauss. En efecto,

supuesto caso determinista

d= (AT Py - A1 AT . P K =(AT-L.P. A1 AT . Py K, =

2

—2.51. AT L. P K, =851 AT P (Ky— K;) =

=S AT P Ky~ ST AT P K =a—a (32)

como debia ser. y que podria también escribirse directamente a partir de
la consideraciéon de que x; y x5 son invariantes para cualquier p - P, siendo
u = Cte.

En cuanto a las matrices cofactor a posteriori se tendré, poniendo de
manifiesto la condicion de deformacion a la situaciéon origen definida por la

campana 1:

Qdd:(AT'Pd'A)il:Qddl:Sd_dll:2'(AT'P’A)71:2'571:2-623“:
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= matriz cofactor del ajuste conjunto en la determinacion de la deformacion

a origen detectada por la campana 2 y representada con subindice 1.
Y también

Qi1 = (AT - P - A)7! = Q,, = matriz cofactor de la campafa 1

Qoo = (AT - P - A)™! = Q,, = matriz cofactor de la campana 2

La matriz cofactor a origen y a posteriori (Q4q1 resulta invariante para
cualquier campana ulterior de indice y secuencia arbitrarios 2, 3, 4....k. Se

generaliza con la expresion:
Qaan =2- (AT -P-A)7"'=2-Que =2- 5" = Qaar (33)

Poniendo de manifiesto con el subindice 1 que la deformacién es a origen y
con el k que se ha detectado por la campana arbitraria de orden k, adoptando
k los valores 2, 3, 4....k.

Y en fin, las matrices varianza covarianza a posteriori resultan
_ _ 52 _ 22 —1 _ o9 22
Oda = Odd1 = Ooqy - Qaa1 = Opq1 " Sqa1 = 2+ 0pq1 * Qua
_ 52 _ 52 ~1
Ogzlzl = Op1 sz =0, S (34)

_ 22 ) -1
Oz2z2 = O4o " Qe = 042 ° S

donde 049 = 0441 = 62, - Qua1 matriz varianza covarianza a posteriori
del ajuste conjunto en la determinacion de la deformacion a origen detectada

por la campana 2 y representada con subindice 1. Generalizable como
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Cadik = Oogr - Qadik (35)

que no es invariante. Las sucesivas matrices o441 deben diferir entre si al
variar k exclusivamente en funcién de los estimadores de las varianzas de los
observables de peso unidad a posteriori de las distintas campanas. Y supuesto

siempre calculos a origen se tendra

Ozlzl = 631 : QT:L‘ - 5-31 : S_l (36)

_ A2 _ A2 -1
Oxkak = Opf sz = 0o * S

Donde a lo largo de las distintas campanas solo variara 6% Es decir,
dentro de margenes muy estrechos, si el trabajo esta bien hecho.

Todo ello en soluciones deterministicas, que como sabemos requeriran,
entre otras hipotesis de partida, la certeza de que el Datum y los puntos fijos
han sido determinados con error cero o despreciable, lo que en general no
sucede.

Por ello son méas comunes las soluciones correspondientes a redes libres,
definidas por matrices inversas generalizadas reciprocas, entre las que es
destacable el supuesto de dos zonas de distinta significacion, correspondientes
a los puntos de apoyo y los libres respectivamente, cuya solucién hemos

estudiado en detalle en trabajo anterior?.

2Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ “El Problema Principal de Disefio. Densificacién a
partir de la solucién inversa generalizada reciproca con zonas de distinta significacion”.
Opus cit.
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Y se escribiran directamente las expresiones adecuadas sustituyendo en
las deterministas las matrices de Cayley por sus correspondientes inversas

generalizadas, a saber, en (33).
Qi =2 (AT - P-A)” =2-Qup =25 = Quar  (37)

QQue serd invariante para cualquier campana de indice k si se conserva la
matriz S~ es decir, la solucion inversa generalizada escogida, como debe ser
practica observada.

Del mismo modo, en (34), campanas 1y 2.
- — 52, . — 52 .87 —92.52..
Odd = Oddl = Opg1 * Qadt = g1 * Sqqn = 2 04q* Qua
_ 2 _ A2 a—
Ozlzl = Op1 ° er =0, S (38)

_ A2 A2 —
022202 = O ° QIIE =049 S

con idénticas consideraciones a las realizadas en el caso anterior y

generalizable también como

Tdatk = Oogy, - Qadik (39)

Es necesario completar el algoritmo determinando 62, en funcion de 6%
Y oy

En dicho orden de ideas, particularizando en (26) la deformacion
resultante detectada tras el ajuste conjunto de las dos campanas de
observacion 1 y 2 respecto a una coordenada cualquiera de subindice ¢, se

tendra
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di = T9; — 14 (40)
i€1,2,3,..n

Y de la evidente independencia de los vectores x; v x5 se sigue, para un

d; cualquiera
£2 A2 2
Ogi = Oz + 0g1; (41)

a posteriori, expresion rigurosamente fiable y una vez més se reitera,
tan solo si las dos campanas 1 y 2 que venimos aludiendo, cumpliendo el
condicionado de calidad establecido en todos sus aspectos, son excelentes, y
con observables y variables o pardmetros de la misma precision a priori y a
posteriori. Que equivale a que no sea preciso ponderacion alguna adicional a
lo largo de todo el proceso de cdlculo.

Del mismo modo y con respecto a otra coordenada distinta y arbitraria

se tendra:
dj = w95 — w15 (42)
Expresemos (40) y (42) segin
di = To; — 1, + 0 - 95 + 0 21, (43)
dj =029 + 0 x1; + 295 — 71, (44)

de donde por teorfa bien conocida® obtenemos la covarianza 0 didj

3M.CHUECA PAzos, J.HERRAEZ BOQUERA, J.L.BERNE “Teoria de Errores e instru-
mentaciéon” pg. 61. Editorial Paraninfo. Madrid, 1996.
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G didj = (1 100 )  Ogpparr (45)

kei, g

puesto que a posteriori los pares x1; y 15, y T2; ¥ Z2; , son estadisticamente
dependientes entre si por ser elementos respectivos de los vectores de
correccion xy y xo, resultados de dos algoritmos de ajuste distintos. Lo que
no impide, como en la propia expresion anterior se verifica, para que x; y x»

sean independientes.

Odidj =
/\2 A
gl 0 Ogiaa; 0 0
/\2 A~
B 0 iy 0 O 101, 0 46
(1 -100)- : (46)
5 52
Ogia, 0 ey 0 1
0 o} 0 52 —1
L15T15 T1j
0
0
5= 42 ~2 o 5 . =
Odidj = ( Oryi  — Oy Ownizo; —Ozyiay; ) 1 =
-1
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y en definitiva (40), (41), (42) y (47) implican que

Odd = 0dd12 = Ozigl + 02222 (48)

expresion de la matriz varianza covarianza a posteriori de deformaciones.

la suma de las matrices varianza covarianza a posteriori de los resultados
respectivos de los ajustes de las dos campanas concernidas es igual a la matriz
varianza covarianza del ajuste conjunto o de deformacion.

Y fijando ideas, considerando o442 representativa de la primera determi-
nacion de deformaciones, resultado de las dos primeras campanas, se confir-
ma como prdactica aconsejable referir las determinaciones siguientes segun ya
hemos indicado “a origen”, es decir a la primera campana. Lo que permite
ademds, una notable flexibilidad operativa.

Ast, la determinacion de orden k, resultada de la primera campana y la

k-ésima se expresard por

Oddik = Ozlzl T Ozkak (49)

Pero también podra escribirse (49), respecto a la campana de orden ¢

seglin
Oddlqg = Ozlzl + Ozqzq (50)
y por tanto

Oddik — Oddlq = Oddgk = Ozlzl + Oukak — Ozlzl — Ozqrkq =
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= Ogkak — Ogxqaq (51)

de utilidad en estudios de simulaciéon y reales muy repetitivos.

Y teniendo en cuenta (37) y (39) se puede escribir

_ A2 _ _ A2 ~2 _
Qddlk = 054k * Qddlk = Op1zl + Ogkak = Oo1 " Qx:p + Ok * Q:mc -

= (044 0%) Que =262 Qua (52)
de donde
Ood = % (02 4 62) (53)

con k entero e igual o mayor que 2, expresion de la varianza del observable-
deformacion de peso unidad a posteriori, generalizando la definicion (22)
Cco1mo OTdk = OTk - OTl-

Para k = 2 se obtienen los parametros de la primera campana
_ 2 _ 22 ~2 _
Qadrz = 0pgp + Qaarkz = 051 * Qua + 059+ Que =
(A2 A2 _ 9.2
— (001 + 0—02) ' sz =2- Ood2 Qxx (54)

62d2 = % : (‘331 + ‘332) (55)

relaciondndose asi las varianzas de los observables de peso unidad a
posteriori del ajuste conjunto (observables - deformacion) y los de partida

(observables de campana) en cualquier fase del proceso.
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Es expresion fundamental para la buena marcha de los cdlculos la
wgilancia y comprobacion de que “la varianza del observable - deformacion
de peso unidad a posteriort resulte igual a la semisuma de las varianzas de los
observables de peso unidad a posteriori deducidas de los ajustes de campana
componentes”. St la discrepancia es importante, es preciso revisar el trabajo.

Se reitera una vez mas que cuanto se ha expuesto para la primera
determinaciéon de deformacion es valido para cualquier otra posterior. Basta
con tomar siempre el mismo ajuste de partida (que hemos llamado 1°) y
sustituir el segundo por el de orden k que corresponda.

Sin embargo, en alguna ocasién no deseable puede ser inasequible la
obligada aplicacion de la expresion (53). Por ejemplo, porque en alguna
campana no haya sido posible conseguir el mismo ntmero de grados de
libertad en la observacion de comparacion que en la primera. Ello puede
suceder si no se vigila o es imposible lograr la constancia del nimero de
observables en cada estacién y campana.

Antes de tener que repetir el trabajo, tal vez en una parte importante,
puede aplicarse como estimador asesgado y consistente de 62, la expresion

ponderada:

oy (m1—n)+65,-(my—n)
(m1—n)+(mr—n)

~9
Oodlc = (56)

donde m; y my son respectivamente el nimero de formas lineales
(observables) de la primera y k-ésima campana.

Evidentemente se obtiene (53) para m; = my, resultando los estimadores
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62, y 62, del mismo peso, objetivo que debe perseguirse.

Como sabemos, el caso de red libre se deduce sustituyendo n por

R(A) = R(Qw) = R (Qa1) = R(Qar)-

Y como consecuencia de toda la doctrina expuesta, siendo riguroso y licito
acceder a la que entendemos como mejor soluciéon asequible en el estado
actual de la teorfa para el vector de deformaciones “d’, por medio de un
algoritmo de ajuste clasico, en todo igual al de una red de alta precision, sera
de aplicacion la totalidad de nuestros conocimientos al efecto sobre recintos
de incertidumbre, ajuste por incrementos de coordenadas, problema principal
de diseno PPD, problemas de diseno de orden cero PDO, de orden dos PD2,
utilizacion de analisis multivariante,...etc.

Y por supuesto, seran de aplicacion también todos los tests y algoritmos
estadisticos y probabilisticos de la panoplia disponible validos para el mismo
fin.

Sin embargo, entendemos y esperamos justificar en la préctica siguiente
que, de la misma forma que sigue siendo imprescindible el buen hacer
de un técnico de elevada calificaciéon en el trabajo que nos ocupa, la
cumplimentaciéon puntual e indiscutible de todo el condicionado antes
expuesto compite ventajosamente con cualquier andlisis estadistico, por

elevado que sea su poder de afirmacion.
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Capitulo 3

APLICACION SOBRE LA RED DE LA

UPVvV

3.1. TRATAMIENTO INICIAL DE DATOS. APLI-
CACION DEL METODO DE INCREMENTOS DE
COORDENADAS

Siguiendo el protocolo que nos es habitual analizamos la normalidad de
los observables clasicos, a partir de los cuales obtendremos los incrementos

de coordenadas entre los vértices de la red en estudio.
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3.1.1. TEST DE PEARSON DE LOS OBSERVABLES CLASICOS

Como ya dijimos en la introducciéon se han practicado dos observaciones
distanciadas un ano con instrumentacion clasica sobre la red de cuatro
vértices.

Analizado la normalidad de los azimutes en ambas campanas, todos supe-
raban el porcentaje de bondad del Test de Pearson con mas del 75%, y
las distancias también siguen distribuciones normales con un porcentaje de

bondad igual o mayor al 76 %.

3.1.2. CALCULO DE LOS INCREMENTOS DE COORDE-

NADAS A PARTIR DE LOS OBSERVABLES CLASICOS

Los observables azimut que necesitamos para calcular los incrementos de
coordenadas entre vértices, en concreto sus promedios |grados centesimales],
desviaciones tipicas [grados centesimales| y nimero de observaciones, son los
que siguen:

Campana primera
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| Azimut | Media [7] | 0[] = da | n; |
V4-V1 0 0,000363 | 13
V3-V2 | 395,67590 0,0008 13
V2-V1 | 312,31934 | 0,000544 | 13
V2-V4 | 254,75018 | 0,000185 | 13
V3-V4 | 311,1874 | 0,000363 | 13
V3-V1 | 354,81167 | 0,00078 | 13
V1-V4 200 0,000363 | 13
V2-V3 | 195,67514 0,0008 13
V1-V2 | 112,31934 | 0,000544 | 13
V4-V2 | 54,75018 | 0,0001849 | 13
V4-V3 | 111,18742 | 0,000363 | 13
V1-V3 | 154,81167 | 0,00078 | 13

Campana segunda

Cuadro 3.1: Azimutes de la primera campana

| Azimut | Media [7] | 0[] = da | n; |
V4-V1 0,00087 0,000469 | 12
V3-V2 | 395,67816 | 0,000551 | 11
V2-V1 | 312,31934 | 0,000595 | 20
V2-V4 | 254,75099 | 0,000203 | 9
V3-V4 | 311,18635 | 0,000429 | 20
V3-V1 | 354,81046 | 0,000605 | 15
V1-V4 | 199,99999 | 0,000419 | 9
V2-V3 | 195,67739 | 0,000514 | 9
V1-V2 | 112,31850 | 0,00066 | 15
V4-V2 | 54,75276 0,00017 | 20
V4-V3 | 111,18742 | 0,000420 | 15
V1-V3 | 154,81252 | 0,000756 | 15

34
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Las distancias reducidas entre vértices, sus promedios [metros|, desvia-

ciones tipicas [metros| y nimero de observaciones, son los que siguen:

Campana primera

| Distancia reducida | Media [m| | o;[m] = dp | n;

V1-V4 66,5965 0,000271 | 22
V3-V2 66,3912 0,000359 | 12
V2-V1 64,2143 0,000292 | 11
V2-V4 83,1499 | 0,0002998 | 12
V3-V4 68,5769 0,000116 | 22
V3-V1 103,6079 | 0,000638 | 21

Cuadro 3.3: Distancias reducidas entre vértices de la primera campana

Campana segunda

| Distancia reducida | Media [m] [ o;[m] = dp | n;

V1-V4 66,5950 0,000191 | 11
V3-V2 66,3893 0,000201 | 24
V2-V1 64,21704 | 0,000310 | 17
V2-V4 83,15014 | 0,000229 | 23
V3-V4 68,07578 | 0,000169 | 13
V3-V1 103,6087 | 0,000559 | 17

Cuadro 3.4: Distancias reducidas entre vértices de la segunda campana
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A partir de los promedios de azimutes y distancias reducidas calculamos
los incrementos de coordenadas observados de la red.

En los cuadros 3.5 y 3.6 se recogen los incrementos de coordenadas entre
vértices en el plano del levantamiento. Se prescinde de la tercera coordenada
Az, porque el levantamiento es bidimensional. Nos interesan todos los
incrementos de coordenadas entre los cuatro vértices.

Los incrementos son los siguientes:

Campana primera

| Incremento | |m] | Incremento | [m]
AX V4V1 0 AY V4V1 66,5965
AX V3V2 | -4,506009845 | AY V3V2 | 66,23811073
AX V2V1 | -63,01573739 | AY V2V1 | 12,34881233
AX V2V4 | -63,01528285 | AY V2V4 | -54,2492396
AX V3V4 | -67,52074414 | AY V3V4 | 11,98917532
AX V3V1 | -67,52071906 | AY V3V1 | 78,58466416
AX V1V4 | 2,14157-1071 | AY V1V4 -66,5965
AX V2V3 | 4506800599 | AY V2V3 | -66,23805693
AX V1V2 | 63,01528285 | AY V1V2 | -12,34881233
AX V4AV2 | 63,01766137 | AY V4AV2 | 54,2492396
AX V4AV3 | 67,52074037 | AY V4V3 | -11,98919653
AX V1V3 | 67,52071906 | AY V1V3 | -78,58466416

Cuadro 3.5: Incrementos de coordenadas (Awz;;, Ay,;;) sobre el plano
topografico del levantamiento, observados con instrumentaciéon clasica de la
primera campana

Campana segunda
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| Incremento | |m] | Incremento | [m] |

AX V4V1 | -0,000912698 | AY V4V1 | 66,59500145
AX V3V2 | -4,5035235 AY V3V2 | 66,23633797
AX V2V1 | -63,01900888 | AY V2V1 | 12,34637351
AX V2V4 | -63,01615106 | AY V2V4 | -54,24859518
AX V3V4 | -67,51983518 | AY V3V4 | 11,98786519
AX V3V1 | -67,522748 AY V3V1 | 78,5839955
AX V1V4 | -7,36125-107% | AY V1V4 | -66,59500145
AX V2V3 | 4,504391879 | AY V2V3 | -66,23627892
AX V1V2 | 63,01859095 | AY V1V2 | -12,34850656
AX VAV2 | 63,01766137 | AY V4V2 | 54,24684074
AX VAV3 | 67,51963368 | AY V4V3 | -11,98900002
AX V1V3 | 67,52020283 | AY V1V3 | -78,58618235

Cuadro 3.6: Incrementos de coordenadas (Awz;;, Ay,;;) sobre el plano
topografico del levantamiento, observados con instrumentacion clasica de la
segunda campana

3.1.3. LAS COORDENADAS APROXIMADAS

Las coordenadas aproximadas calculadas por el mejor camino de
consistencia distanciométrica', son las que siguen:

Campana primera

L Cfr. Epigrafe 3.3.2 del articulo “Progreso en la practica del ajuste gaussiano...”, de
M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT., Opus cit.
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Veértice | X [m] Y [m]

V1 99,9994 | 166,59777

V2 163,01455 | 154,2486

V3 167,52085 | 88,01078

V4 100 100

Campana segunda

Veértice | X [m] Y [m]

V1 99,99628 | 166,59853

V2 163,01699 | 154,25034

V3 167,51963 | 88,01099

V4 100 100

El vértice V4 es de coordenadas locales conocidas.

Las diferencias de coordenadas aproximadas entre las dos campanas son:

Vértice X [m] Y [m]

Vi1 0,003123 -0,000762

V2 -0,0024408 -0,001739

V3 0,001216319 | -0,000219975

V4 0 0

Los vértices que acumulan mayores diferencias son el V1 y el V2. La
diferencia méxima es de 3,123 mm.
Entendemos como necesario esforzarse en que sea invariante o puedan

considerarse como tal a lo largo de todo el proceso el vector de coordenadas
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aproximadas de vértices X,. Ante la imposibilidad préactica de lograrlo
aceptamos como mas probable el vector de medias entre ambas campanas
Xanm -

Las coordenadas aproximadas medias X,; entre la Campana primera y

la Campana segunda son las que siguen:

Vértice | X [m] Y [m]

V1 99,99784 | 166,59815

V2 163,01577 | 154,24947

V3 167,52024 | 88,01089

V4 100 100

Aceptamos como valor mas probable el vector de medias X,/
Xa]\/] - % (Xal + Xa?)

a partir del cual obtenemos los observables calculados O = F (Xan),

segun teoria y notaciéon conocidas.

3.1.4. FORMAS LINEALES ESPECIFICAS DE LOS INCRE-

MENTOS DE COORDENADAS

A partir de los observables clasicos (azimutes y distancias) hemos
calculado los incrementos entre todos los vértices libres V1, V2, V3 y V4.
Esos incrementos (Azij, Ayij) constituyen las formas lineales del sistema

que pretendemos ajustar.
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Conocido el vector de coordenadas aproximadas X, = X — z, siendo X
el valor de la coordenada y x el valor de la correcciéon, y entre dos puntos M

y P se podra escribir:

Ty —2p = AXypo — AXypa + Reyyp

ym — yp = AYnpo — AYypo + Ry,

2 — 2p = Aypo — AZypa + Rz,
es decir
Correcciones = Valores Observados — Valores Calculados + Residuos
que equivale a
A-x =K+ R

cuya resolucion por minimos cuadrados proporciona directamente las
coordenadas compensadas.

Para evitar las covarianzas entre observables? dividimos en dos subredes
los observables, el primero contendra los que hacen referencia a las
correcciones de las coordenadas X y el segundo a las Y, resultando dos
sistemas independientes, en ambas campanas:

Campana primera

A 211 =K+ Rn

2 Cfr. Epigrafe 2.4. de de M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET AvLt, “Ajuste Gaussiano de
redes por el método de Incrementos de Coordenadas”, Opus cit.
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A-x19 = Ko+ Ryg

Campana segunda

A-x91 = Ko + Ry

A x99 = Koy + Roo

Siendo la matriz de diseno A de elementos exactos e invariante en ambas
campanas.

En nuestro caso las cuatro subredes son las de los cuadros siguientes:

Formas lineales AX de la campana primera y de la campana segunda en

los cuadros 3.7 y 3.8.

| niimero | Forma lineal | A Ki1 [m] |
1 AXV3V2 (0|1 |-1]0]-0,001538405
2 AXV2V1 |1 |-1]0] 0 | 0,002194512
3 AXV2V4 |0 |-1] 0| 1 | 0,000487547
4 AXV3V4 | 0|0 |-1]1 ]-0,000502296
5 AXV3V1 |10 |-1] 0] 0001684285
6 AXVIV4 |-1]10 0| 1] -0,0021615
7 AXV2V3 [0 ]-1| 1|0 0002329159
8 AXV1IV2 | -1 1] 0|0 [-0,002194512
9 AXV4AV2 | 0 | 1| 0 |-1]-0,000487547
10 AXV4AV3 |0 |0 | 1 ]-1] 0,00049853
11 AXV1IV3 |-110] 1|0 |-0,001684285

Cuadro 3.7: Subred de los incrementos de las coordenadas X (AX) de la

primera campana
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nimero | Forma lineal | A Ki2 [m|] |
1 AXV3V2 | 0|1 ]-1]0 | 0,000947941
2 AXV2V1 |1 |-1]0] 0 |-0,001076979
3 AXV2V4 | 0 |-1|0 ] 1] -0,00038066
4 AXV3V4 | 0] 0 |-1] 1] 0000406664
> AXV3V1I | 1]0 |-1] 0 |-0,000344663
6 AXVIV4 |-1]10 |0 |1 -0,002168861
7 AXV2V3 |0 |-1|1]0]-7,9561.107°
8 AXV1IV2 | -1 1] 0] 0 | 0000659046
9 AXV4V2 |0 | 1|0 |-1] 0,001890966
10 AXV4V3 [ 0| 0| 1 |-1] -0,00060816
11 AXVIV3 [-1]10 | 1|0 |-0,002200511

Cuadro 3.8: Subred de los incrementos de las coordenadas X (AX) de la

segunda campana

Formas lineales AY de la campana primera y de la campana segunda en

los cuadros 3.9 y 3.10.

| ntimero | Forma lineal | A | K21 [m] |

1 AY V3V2 | 0|1 ]-1| 0 |-0,000468785
2 AY V2v1 | 1 |[-1] 0 | 0 | 0,000130828
3 AY V2V4 | 0 |-1] 0| 1 | 0,000229902
4 AYV3V4 [ 0] 0 |-1|1|6,53072:107°
ot AY V3V1 | 110 [-1] 0 |-0,002596856
6 AY V1V4 | -1 0 | 0| 1| 0,00165100

7 AY V2V3 | 0 |-1]1 | 0| 0,000522583
8 AY V1V2 | -1 1] 0 | 0 |-0,000130828
9 AY V4v2 | 0 | 1| 0 |-1]-0,000229902
10 AXV4V3 10| 0 | 1 |-1]-8,65195E-05
11 AY VIV3 |-11 0| 1] 0 | 0,002596856

Cuadro 3.9: Subred de los incrementos de las coordenadas Y (AY) de la

primera campana

42



RACYV Digital - Sobre la Evolucion en el Tiempo de una Red Local. Control Gaussiano de Deformaciones

niimero | Forma lineal | A | | K22 |m] |

1 AY V3V2 | 0|1 |-1| 0| -0,00224154
2 AY V2V1 | 1 |-1|0 | 0 |-0,002307985
3 AY V2V4 | 0 |-1| 0 | 1| 0,000874317
4 AY V3V4 | 0| 0 |-1| 1 |-0,001244827
> AY V3V1 | 1|0 |-1|0 | -0,00326551

6 AY V1V4 | -1 0] 0 | 1 | 0,003149545
7 AY V2V3 | 0 |-1 |1 | 0| 0,002300588
8 AY V1V2 | -1 |1 |0 | 0| 0,00017494

9 AY V4V2 | 0 | 1 | 0 |-1]-0,002628765
10 AXV4V3 | 0| 0| 1 ]-1] 0,000109988
11 AY V1IV3 |-110 | 1|0 | 0,001078659

Cuadro 3.10: Subred de los incrementos de las coordenadas Y (AY) de la
segunda campana

Segiin vimos en la expresion (9) del Capitulo 2 de la presente publicacion
se aceptard que la variacion en el tiempo o deformacién experimentada por

la red se expresara por el vector “d” de componentes
d=di= Xy — X1 = (Xaz2 — Xa1) + (w2 — 1)

y en nuestro caso hemos aceptado que nuestras coordenadas aproximadas

son, en ambas campanas

Xoy = % (Xa1 + Xa2) , en valor més probable y como tnica alternativa

viable a la imposibilidad real de que X,; y X,2, sean invariantes. En
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cualquier caso, es necesario que resulten muy aproximadas. Seguidamente

se tiene:

d=di=Xo— X1 = (Xoy — Xamt) + (x2 — 1) = 20 — 19

y simplificando la notacion el sistema compuesto se escribira segiun (18)

A-d—Kq= Ry

Donde cada forma lineal es la diferencia de dos formas lineales
correspondientes en ambas campanas, tomadas observable a observable con
vector de variables “d” representativas de las diferencias o deformaciones
aparecidas entre las dos campanas, coordenada a coordenada y en cada uno
de los vértices del ajuste.

Hemos definido la variable estadistica de deformaciéon “d”’, conocemos la
matriz de elementos exactos A, y el vector de los observables K, del sistema
de formas lineales, que se expresara a partir de los vectores Kqq, K19, Ko7y

K22 segl’m:

K4, = K91 — K11 en el subsistema de las d,, que contiene las variables que

hacen referencia a la deformacion del vértice en el eje X

K4y = Ko — K3 en el subsistema de las d,, que contiene las variables que

hacen referencia a la deformaciéon del vértice en el eje Y
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niumero ‘ Forma lineal ‘ A K, = Koy — K1 |m] ‘
1 AX V3V2 O|11]-1]0 0,002486346
2 AX V2V1 1/-1101]0 -0,00327149
3 AXV2V4 | 0]-1]0 11 -0,000868207
4 AXV3V4 |00 |-1]1 0,00090896
5 AX V3V1 110-1]0 -0,002028948
6 AXV2V3 |-1]101]0 |1 -0,00240872
7 AX V1V2 O/-1]111]0 0,002853557
8 AX V4V2 0O[11]0]|-1 0,002378513
9 AX V4V3 0O]01]1]|-1 -0,001106689
10 AXVIV3 |-1]0]11]0 -0,000516226

Cuadro 3.11: Subsistema de las variables

incrementos de las coordenadas X (AX)

deformacién d,. Subred de los

nimero ‘ Forma lineal ‘ A ‘ Ky, = Ky — K3 [m] ‘
1 AY V3V2 0]11]-1]0 -0,001772755
2 AY V2V1 1/-1701]0 -0,002438813
3 AY V2V4 0]1-1]011 0,000644414
4 AY V3V4 0]0]-1]1 -0,001310134
5 AY V3V1 1101-1]0 -0,000668655
6 AY V2V3 | -1 0|0 |1 0,001778006
7 AY V1V2 O0]-1]11]0 0,000305769
8 AY V4V 2 0]1]0]|-1 -0,002398862
9 AX V4V3 0]0]1]-1 0,000196507
10 AY VIV |-1|1 0110 -0,001518196

Cuadro 3.12: Subsistema de las variables deformacion d,. Subred de los

incrementos de las coordenadas YV (AY)
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3.1.5. LA MATRIZ DE PESOS P

Llegamos ahora a un capitulo fundamental en el diseno de la red. Veamos
por qué.

El método de incrementos sigue una ponderacién basada en la proyecciéon
lineal de las desviaciones tipicas de los errores azimutales y distanciométricos
de los observables clasicos, a partir de los cuales se obtiene cada incremento
de coordenada (A, Ayij). Detallamos a continuacién el célculo de los
pesos segin el protocolo propio del método de incrementos®.

Iniciamos el calculo de las varianzas y de los pesos de los observables
incrementos de coordenadas a partir del sistema de formas lineales de
la primera campana y de la segunda, que recordamos son:

Formas lineales de la campana primera, con dos subindices para distinguir

las formas lineales debidas a Aw, de las debidas a Ay, =
A-xy =K+ By
A-x19 =Ko+ Ryo
Formas lineales de la campana segunda, con dos subindices:
A - 291 = Ko + Roy

A x99 = Koo + Roo

3 Cfr. Epigrafe 3.2.4. de M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT, “Ajuste Gaussiano de
redes por el método de Incrementos de Coordenadas”, Opus cit. Recomendamos vivamente
su estudio para comprender la adaptacién del método al caso presente.
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Nos interesa conocer los pesos de los observables de la primera campana
y después de la segunda, y compararlos. El peso de ambas campanas debe
ser un invariante en todo el proceso y en esa direccién dirigimos nuestros
esfuerzos.

Protocolo de actuacion:

Es imprescindible conocer el cuadrilatero de ponderacion de cada vértice
M, recordemos que se obtiene levantando el vértice genérico M desde la
estacion O. El error debido al distanciometro (dp) y la proyeccion del error
acimutal (p - da)) dan lugar al vector M P, error total del vértice M, segin
figura 3.1. A partir del error en distancias dp y a la proyeccion del error
acimutal p - da obtenemos el valor de A\ y la distancia M P, calculados en los
pasos 1, 2 y 3 siguientes.

Paso 1. Entre los vértices genéricos O y M de azimut 6y, y distancia
pour, conocidos el error azimutal daoyy, y el error distanciométrico dpoys (cfr.
cuadros sucesivos 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 del epigrafe 3.1.2), podemos calcular el

valor de \pys, segin la expresion:

p-da

A = arctg R
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i(xjyi)

0

i(xiyi)

Figura 3.1: Posiciéon del cuadrilatero de compensacion en el caso de considerar
positivo el valor de A = +\
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i(xiyi)

Figura 3.2: Posicion del cuadrilatero de compensacion en el caso de considerar
negativo el valor de A = —\

Paso 2. Obtenemos la proyeccion de los lados del cuadrilatero de

ponderacion sobre la diagonal M P segtn las ecuaciones:

Lo, = proyeccion del lado funcién de da = (p - da - 1000 - sen)) /636620

( supuesto da en grados centesimales y p en metros)
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Lg, = proyeccion del lado funcion de dp = dp - cosA

Paso 3. Calculamos la diagonal del cuadrildtero de ponderaciéon, que

responde a la ecuacion:
MP = Ly,+ Ldp

En los cuadros 3.13 y 3.14 hemos calculado el valor de A y de las diagonales
de los cuadrilateros de ponderacion para cada pareja de azimut y distancia

de nuestra red, a partir de los valores conocidos: da, p, y dp.

| Azimut | Y] | Diagonal MP [m] |
V4-V1 | 60,51785332 0,000384161
V3-V2 | 74,16292442 0,000839054
V2-V1 | 68,84000537 0,000552907
V2-V4 | 43,18660536 0,000248507
V3-V4 | 81,64074518 0,000392416
V3-V1 | 70,33551395 0,001278373
V1-V4 | 60,51785332 0,000384161
V2-V3 | 74,16292442 0,000839054
V1-V2 | 68,84000537 0,000552907
V4-V2 | 43,1697885 0,000248509

V4-V3

81,64074518

0,000392416

V1-V3

70,33551395

0,001278373

Cuadro 3.13: Los valores A y las diagonales de los cuadrilateros de

ponderacion de los observables de la primera campana
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| Azimut | AlY] | Diagonal MP [m] |
V4-V1 | 76,39803896 0,00049336
V3-V2 | 78,56254756 0,000577588
V2-V1 | 69,65226482 0,000604711
V2-V4 | 54,57653841 0,000268982
V3-V4 | 77,70463028 0,000464195
V3-V1 | 67,10658498 0,000992173
V1-V4 | 73,84063314 0,000493443
V2-V3 | 77,13251329 0,000577634
V1-V2 | 72,38283648 0,000604548
V4-V2 | 49,56302836 0,000269398
V4-V3 | 77,26730009 0,000464207
V1-V3 | 72,83709829 0,000991534

Cuadro 3.14: Los valores A y las diagonales de los cuadrilateros de
ponderacion de los observables de la segunda campana

Paso 4. Una vez conocida la diagonal M P obtenemos las proyecciones de
la diagonal genérica M P del cuadrilatero sobre los ejes de coordenadas, que
seran las desviaciones tipicas de los observables incrementos de coordenadas,
y que utilizaremos para ponderar.

Asi las desviaciones tipicas de los incrementos AXonr, AYoar, seran:

oaxoy=| MP -sen(d + A) |

Oavey=| MP - cos(6+ \) |

En los cuadros 3.15 y 3.16 se muestran los listados de desviaciones tipicas

(proyeccion de la diagonal OM del cuadrilatero de ponderacion) y varianzas
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de los observables de la red de la primera campana. Se senalan en negrita

algunas varianzas para su utilizacion segin se vera.

| Incremento | Proyeccién de la diagonal [m] | 62 = vpi® =varianzas

AX V3V2 0,000746636 5,57465-10" "
AX V2V1 -0,000161254 2,60028-10°
AX V2V4 -0,000248376 6,16907-10°8
AX V3V4 -4,41143-107° 1,94607-10?
AX V3V1 0,000491941 2,42006-10"
AX V1V4 -0,00031262 9,7731-107°

AX V2V3 -0,000746631 5,57458-10~"
AX V1V2 0,000161254 2,60028-10°
AX V4V2 0,000248377 6,1691-10°8
AX VAV3 4,41142-107° 1,94606-107
AX V1V3 -0,000491941 2,42006-1077

Cuadro 3.15: Proyeccion de la diagonal del cuadrildtero de ponderaciéon y

varianzas de los observables AX de la primera campana

52




RACYV Digital - Sobre la Evolucion en el Tiempo de una Red Local. Control Gaussiano de Deformaciones

’ Incremento ‘ Proyeccion de la diagonal |m)| ‘ &gﬂ = vpi? =varianzas
AY V3V2 0,000382814 1,46547-10~7
AY V2V1 0,00052887 2,79704-10°7
AY V2V4 -8,05242-107° 6,48414-10~
AY V3V4 0,000389929 1,52044-10°7
AY V3V1 0,001179928 1,39223-10°°
AY V1V4 -0,000223269 4,9849-10°8
AY V2V3 -0,000382823 1,46553-10 "7
AY V1V2 -0,00052887 2,79704-10°7
AY V4V2 8,11811-107° 6,59038-10~ !
AY V4V3 -0,000389929 1,52044-107
AY V1V3 -0,001179928 1,39223-10°¢

Cuadro 3.16: Proyeccion de la diagonal del cuadrildtero de ponderaciéon y
varianzas de los observables AY de la primera campana. Prescindimos en el
calculo de la forma lineal AY V4V'1 y de su varianza

En los cuadros 3.17 y 3.18 se muestran asi mismo los listados de
desviaciones tipicas (proyeccion de la diagonal OM) y varianzas de los

observables de la red de la segunda campana.
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Cuadro 3.17: Proyeccion de la diagonal del cuadrildtero de ponderaciéon y

’ Incremento ‘ Proyeccion de la diagonal |m)| ‘ &gﬂ = vpi? =varianzas
AX V3V2 0,000530948 2,81905-10°7
AX V2V1 -0,000168995 2,85594-10~°
AX V2V4 -0,0002661 7,08094-10°°
AX V3V4 -8,05915 107 6,495-10~
AX V3V1 0,00033487 1,12138-10°7
AX V1V4 -0,000452368 2,04637-10°°
AX V2V3 -0,000525745 2,76408-10 7
AX V1V2 0,000143885 2,07029-10°°
AX V4V?2 0,000268779 7,2242.10°°
AX VAV3 8,37245-107° 7,00979-10~7
AX V1V3 -0,00041723 1,74081-10° 7

varianzas de los observables AX de la segunda campana

‘ Incremento ‘ Proyeccion de la diagonal |m)| ‘ 63%- = vpi? =varianzas
AY V3V2 0,000227382 5,17025-107°
AY V2V1 0,000580617 3,37116-10° 7
AY V2V4 3,92695-10° 1,54209-10~7
AY V3V4 0,000457145 2,08982-10° "7
AY V3V1 0,000933953 8,72269-10 7
AY V1V4 -0,000197103 3,88496-10°
AY V2V3 -0,000239276 5,7253-1078
AY V1V2 -0,000587176 3,4478-10°°
AY V4V?2 -1,82491-107° 3,33029-10~
AY V4V3 -0,000456594 2,08478-10° "7
AY V1V3 -0,000899477 8,09058-10~"

Cuadro 3.18: Proyeccion de la diagonal del cuadrilatero de ponderacion y

varianzas de los observables AY de la segunda campana

24




RACYV Digital - Sobre la Evolucion en el Tiempo de una Red Local. Control Gaussiano de Deformaciones

Paso 5. Una vez conocidas las desviaciones tipicas de cada una de las
formas lineales de incremento de coordenada seleccionamos de entre ellas el
valor de la mediana, que desde ese momento se convierte en el estimador de
la varianza a priori del observable de peso unidad o2.

Como tenemos dos ajustes en la primera campana:
Az =K+ Ry
A 219 = Ko+ Rig

tendremos dos medianas (seleccionada de entre las varianzas del cuadro
3.15 para la subred de AX, y del cuadro 3.16 para la subred de AY ), una
para cada subred.

En esta primera campana la mediana (varianza a priori del observable de
peso unidad) de la subred de los observables AX es 02 = 6,1691 - 1078 m? y
de la subred de los los observables AY es o7 = 1,52044 - 10~" m?.

Y tendremos otros dos ajustes para la segunda campanas:
A9 = Ko + Ry
A 99 = Ky + R

tendremos también dos medianas, la mediana (varianza a priori del
observable de peso unidad, seleccionada de entre las varianzas del cuadro
3.17) de la subred de los AX es 03 = 7,2242-107® m? y de la subred de los
observables AY es 02 = 2,0898-107" m? (seleccionada de entre las varianzas

del cuadro 3.18).
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Es evidente que las medianas son diferentes en las dos campanas, aunque
esas variaciones son minimas, 1 centésima de milimetro vy 2 décimas de
milimetro respectivamente en desviacion tipica, segin la tabla de varianzas

que sigue:

Campana primera Campaina segunda Diferencias

02 (AX) | 08 =6,169-1078m? | 02 = 7,224- 1078 m? | 0% = 1,055 1078 m?

03 (AY) | 03 =1,520-10""m? | 02 = 2,090 -10~" m? | o2 = 0,57-10"7 m?

Con la pretension de buscar una mediana comin en primera y segunda
campana, para cada subred, adaptamos el método de ponderacion a nuestro

caso concreto. Lo explicamos seguidamente.

Como ya hemos dicho en varias ocasiones la matriz P debe ser invariante
en las campanas 1 y 2. Y el peso de cada observable es funcion de la varianza
propia del observable o2 y de la mediana o varianza a priori del observable

: ~2 - A
de peso unidad o7, segtin la expresion:

2 2
P — o) — YPrediana
Ori 62 . vpi2

oT5

Ante la exigencia de obtener pesos lo mas similares que sea posible en las
dos campanas y sabiendo que el peso es funcién de la mediana del sistema

2 __ 2 : . ~o )
05 = UDpediana Y € la varianza propia del observable ;= = vpi®, adoptamos

o —
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la varianza de cada pareja AX, AY, en el peor supuesto. Lo explicamos a
continuaciéon con un ejemplo.

Sean los incrementos y las varianzas de la primera campana:

Incremento | 62 = vpi® =varianzas | Incremento | 62 = vpi® =varianzas
AX V3V2 5,57465-10°7 AY V3V2 1,46547-1077
AX V2V1 2.60028-10~8 m? AY V2V1 | 2,79704-107 m?

AX V2V4 6,16907-1078 m? AY V2V4 6,48414-1071 m?

AX V3V4 1,94607-10=° m?2 AY V3V4 1,52044-10°7 m?

Sabemos por teorfa que el valor de A\ puede ser positivo o negativo
y las varianzas de los incrementos AX, AY asociados a ese A pueden
intercambiar sus valores, y ser validos ambos (ver figuras 3.1 y 3.2). Ante
esta situacion decidimos elegir el valor superior de varianza de cada pareja
de incrementos?®. Asi, ante los valores de varianza del observable AX V3V2:
62, = 5,57465-107" y del observable AY V3V2 62 = 1,46547-107" m?, la
varianza para ambos observables AX V3V2y AY V3V 2 sera peor varianza,
que en este caso es &gﬂ = 5,57465-1077.

Asignar un valor inferior de peso a una forma lineal, del que realmente le

corresponde, pero que no podemos conocer, no constituye un problema. Sin

embargo, si diéramos un peso superior al que le corresponde, adulterariamos

“En los cuadros 3.15 y 3.16 los valores de varianza de los incrementos AX en negrita
son los que hemos seleccionado siguiendo el criterio adoptado, lo mismo en los cuadros
3.17 y 3.18 para los AY.
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el resultado, y si fuera un valor poco homogéneo respecto al resto
desestabilizariamos el sistema de formas lineales.

Siguiendo el ejemplo anterior, otro criterio valido de seleccion de varianza
podria ser la media aritmética, o la media cuadratica, en este ejemplo
concreto con los valores 67 = 5,57465-107" y 62 = 1,46547-1077 m”.

Definitivamente, la mediana de la primera campana sera la que procede
de los valores de varianza en negrita de los cuadros 3.15 y 3.16, resultando
un valor de estimador de la varianza a priori: 03;,= 1,52044-107" m2. Y
siguiendo el mismo método el valor del estimador de la varianza a priori de
la segunda campafia serd: 02,.= 2,08982-10~7 m?.

El valor méas aproximado de estimador de la varianza a priori del sistema

de formas lineales A - d — K; = R, sera la media aritmética de:

2 _ 1 2 2 1 2 2 _
O0da = 2° (O-Olc + 0020) — 92’ (meedianal + meediana2) -

—=1.(1,52044-10"7 + 2,08982 - 10~7) = 1,80513 - 10~ 7 m?

Paso 6 .Y, finalmente, calcularemos el peso de cada observable de las
subredes de ambas campanas con la expresion:

2 2
PO _ 05 __ YPhediana
Ti 62 vpi2
oy P

Los pesos de la primera campana, en cada una de las subredes, son los de

los cuadros 3.19 y 3.20.
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nimero ‘ Forma lineal ‘ P1 ‘

1 AX V4AV1 | 1,85
2 AX V3V2 | 0,32
3 AX V2V1 | 0,65
4 AX V2V4 | 2,93
5 AX V3V4 | 1,19
6 AX V3V1 | 0,13
7 AX V1V4 | 1,85
8 AX V2V3 | 0,32
9 AX VIV2 | 0,65
10 AX VAV2 | 2,93
11 AX VAV3 | 1,19
12 AX V1V3 | 0,13

Cuadro 3.19: Pesos asociados a los observables de la subred 1 de la campana
1

niamero ‘ Forma lineal ‘ P1 ‘

1 AY VAV1 | 1,85
2 AY V3V2 | 0,32
3 AY V2V1 | 0,65
4 AY V2V4 | 2,93
5 AY V3V4 | 1,19
6 AY V3V1 | 0,13
7 AY V1V4 | 1,85
8 AY V2V3 | 0,32
9 AY V1V2 | 0,65
10 AY V4V2 | 2,93
11 AX VAV3 | 1,19
12 AY V1V3 | 0,13

Cuadro 3.20: Pesos asociados a los observables de la subred 2 de la campana
1
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Los pesos de la segunda campana, en cada una de las subredes, son los

de los cuadros 3.21 y 3.22.

numero ‘ Forma lineal ‘ P2 ‘

7 AX V4AV1 | 0,85
2 AX V3V2 | 0,64
3 AX V2V1 | 0,54
4 AX V2V4 | 255
5 AX V3V4 | 0,86
6 AX V3V1 | 0,21
7 AX V1V4 | 0,88
8 AX V2V3 | 0,65
9 AX VIV2 | 0,52
10 AX VAV2 | 2,50
11 AX VAV3 | 0,87
12 AX VIV3 | 0,22

Cuadro 3.21: Pesos asociados a los observables de la subred 1 de la campana
2
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nimero ‘ Forma lineal ‘ P2 ‘

1 AY V4V1 | 0,85
2 AY V3V2 | 0,64
3 AY V2V1 | 0,54
4 AY V2V4 | 2,55
5 AY V3V4 | 0,86
6 AY V3V1 | 0,21
7 AY V1V4 | 0,88
8 AY V2V3 | 0,65
9 AY VIV2 | 0,52
10 AY VAV2 | 2,50
11 AX VAV3 | 0,87
12 AY V1V3 | 0,22

Cuadro 3.22: Pesos asociados a los observables de la subred 2 de la campana
2

Como podemos comprobar los pesos en las dos campanas son suficiente-
mente parecidos, con la excepcion de las formas lineales nimero 1 y 7, de
todas las subredes (cfr. cuadros 3.19, 3.20, 3.21 y 3.22). La falta de homo-
geneidad entre campanas es un problema en los resultados y en su inter-
pretacion, por ello eliminamos las formas lineales 1 y 7.

Adoptamos como pesos definitivos en el sistema de formas lineales
A-d— Kyq = Ry, los pesos de la segunda campana, muy proximos a los
de la campana primera. Para tomar esa decisién hemos considerado que en
ambas campanas:

- se ha utilizado la misma instrumentaciéon

- v que las diferencias de varianzas de los observables azimut y distancia
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son muy reducidas, como méaximo 4 segundos centesimales y 1 décima de
milimetro respectivamente entre la primera campana y la segunda (cfr.
cuadros 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4).

Una vez conocidos los pesos y las formas lineales que componen el sistema:

A'dx_KdJ::Rdac
A-d— K4g= Ry, dividido en dos subsistemas =—-
A-dy— Kgy = Rgy

que provienen de los subsistemas de la primera campana:

A-x11 =K+ Ry
A-x19 =Ko+ Ryo

y de la segunda campana:

A-x91 = Ko + Ry
A - x99 = Koo + Roo

siendo las variables deformaciéon “d” entre las dos campanas:
dy = T91 — T11
dy = Ta2 — X12
los términos independientes del subsistema A - d, — Ky, = Ry, son:

K4, = K51 — K11 en el subsistema de las d,, que contiene las variables que

hacen referencia a la deformacion del vértice en el eje X

y los términos independientes del subsistema A - d, — K4, = Rg, son:
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K4y = Ko — K2 en el subsistema de las d,,, que contiene las variables que

hacen referencia a la deformaciéon del vértice en el eje Y
Resolvemos
A-dy — Kgp = Ry
A-dy— Kgy = Rgy

calculando la solucion inversa generalizada reciproca con zonas de distinta

significacion, como detallamos en el epigrafe 3.3.

3.2. SOLUCION CON MATRIZ PSEUDOINVERSA

Resolvemos previamente la red en ajuste libre. Se trata de clasificar con
ella los vértices de la red en orden de obtener una primera informacion de la
precision, en este caso de la deformacion esperable en ellos.

Recordamos que se trata del sistema de formas lineales:
A-d—K;=Ry

el sistema incluye, como sabemos, las dos campanas de control topografico,

y estard formado por dos subredes, o dos subsistemas

A'dx_de:Rdx
—
A-d, — Kqy = Ray
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la primera contiene la deformacién en el eje x: d, y la segunda la
deformacion en el eje y: d,,.
Directamente podemos formular que la solucién pseudoinversa del ajuste

seré, segun expresion (4):
.fl:Sf_A,{PlKl

siendo las variables x1: d,,, para la subred de la deformacién de los vértices
en el eje x, y dy, para la subred de la deformacion de los vértices en el eje y.
Para llegar a la solucién pseudoinversa se calculardn las matrices QQ14,,
(Q24, de las dos subredes. En primer lugar la matriz )14, de la solucién

pseudoinversa segiin expresion®:
S1%, =Qla, =(AT-P - A+ ET-E)' —ET - (E-E")" - (E-E")"" - E

aplicada a la subred 1.
Empezaremos con el calculo del vector de variables d, de la que hemos
llamado subred 1.

Llamaremos matriz de constrefiimientos® E a la matriz mediante la
cual, se calcula la pseudoinversa S*, y que debe ser representativa del
condicionado geométrico minimo, o lo que es lo mismo, necesario y suficiente,

para caracterizar la red en una solucién tnica.

M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 219, expresion
(694).
M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 228 y siguientes.

64



RACYV Digital - Sobre la Evolucion en el Tiempo de una Red Local. Control Gaussiano de Deformaciones

En el caso presente la matriz F se simplifica notablemente, resultando

que es”:

E=(1111)

Que sea £ = (1111), se debe al tipo de red topografica sobre la
que trabajamos, es una red con observables incrementos de coordenadas
(AX ,AY))® segin el método de igual denominacion.

A partir de la expresion anterior que define SlJAFP = Q14,, y conocidas

las matrices y vector, Al= Ay, P1= P,;, KI= Ky = K4, y F, obtenemos
Qla, :

0,3672 —0,0941 —-0,1324 —0,1407

—0,0941 0,0988 —0,0330 0,0283
Qla, =
—-0,1324 —-0,0330 0,1808 —0,0153

—0,1407 0,0283 —0,0153 0,1278

Que da lugar a la solucién especial®:
Ilp:QlAPA{PlKlz;SlXpA{PlK1

Los valores de x1p se expresan en el cuadro 3.23 segin:

- diferencial de la coordenada xi: dzvy

“M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 230, expresiéon
(722).

8Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Cuestiones basicas en interpretacién de una,
red clésica libre ajustada por el método de incrementos de coordenadas”. Epigrafe 2.2.
Opus cit.

9M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 219, expresion
(693).
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0,000030
0,000144
20,00072
0,000019
0,00142
20,000108
0,000274
20,00079
0,00018
0,001127

Cuadro 3.24: Residuos Ry, = Aq- 22, — Kg,

- diferencial de la coordenada xa: dzy9
- diferencial de la coordenada zs: dzy 3
- diferencial de la coordenada x4: dry4

dx\/l —O, 0013 m
dzys | 0,0018 m
dzys | —0,0007 m
dl’v4 0, 0002 m

Cuadro 3.23: El vector de variables de la subred 1

Los residuos R, seran:

Rdz = Ad . LL’2p — Kdz

El estimador de la varianza a posteriori del observable de peso unidad es:
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2 T R} -Pg-Ra, 7.2
o5 = (Rdz Py Ry,)/(m— R(Ay)) = —2==—-==5,24796 - 10~" m

10—-3

siendo m el nimero de formas lineales.

En la subred 1 la matriz varianza covarianza es:

0,1927 —0,0494 —-0,0695 —0,0739
—0,0494 0,0519 —0,0173 0,0149

Ogx = 0(2) : Q]-Ap = -1076 m?
—0,0695 —0,0173 0,0949 —0,0081

-0,0739 0,0149 —0,0081 0,0671

Repetimos los céalculos con la subred 2 (que hace referencia a las
deformaciones de las coordenadas Y de los vértices de la red en estudio),
aplicando las mismas expresiones.

Asi, el valor de Q24,, siendo en este caso K1= Kg = K, el resto de

matrices son similares a las de la subred 1, resultando:

0,3672 —0,0041 —0,1324 —0,1407

—0,0772 0,0540 0,0090 —0,0777
Q24, =
—0,0752 0,0090 0,0717 —0,0056

—0,1060 0,0141 —0,0056 0,0974

y la solucion:
$2P:Q2APA,{P1K1:S2XPA,‘1FP1K1

Los valores de 22p se expresan en el cuadro 3.25 segin:
- diferencial de la coordenada yi: dyy

- diferencial de la coordenada ys: dyyo
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0,000182
0,001909
0,000696
0,00106
20,00145
20,000187
0,000224
0,0010575
0,0000526
0,003638

Cuadro 3.26: Residuos Rq, = Aq- 22, — Kg,

- diferencial de la coordenada ys: dyys

- diferencial de la coordenada y4: dyy4

dyyi | —0,0011 m
dyys | —0,0006 m
dyys | 0,0010 m
dyyvs | 0,0007 m

Cuadro 3.25: El vector de variables de la subred 2

Los residuos Ry, serdn:

Rdy = Ad . LL’2p — Kdy

El estimador de la varianza a posteriori del observable de peso unidad es:
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2 T R, Pa-Ray —6 ,.,2
O'OZ(RdyPdRdy)/(m—R(Ad)):y7:1,537510 m

10-3

siendo m el nimero de formas lineales.

En la subred 2 la matriz varianza covarianza es:

0,5646 —0,1446 —0,2036 —0,2164

) —0,1446 0,1519 —0,0508 0,0435 6 s
Oyy = 05 - Q24, = -107°m
—0,2036 —0,0508 0,2780 —0,0236

—0,2164 0,0435 —0,0236 0,1965

Las matrices varianza covarianza indican que el vértice V1 tiene
desviaciones tipicas en x e y, de 0,44 mm y 0,75 mm respectivamente,
superiores al resto de vértices.

Segun las variables obtenidas en el ajuste con solucién pseudoinversa, los
vértices V1 'y V2 parecen haber sufrido mayor desplazamiento o deformacion
que los vértices V3 y V4.

Definimos con esta informacion anadida las dos zonas de distinta
significacion:

- la zona de los vértices con mas deformacion aparente: el V1 y el V2, o
vértices libres

- v la zona de los vértices en los que no ha habido practicamente
desplazamiento: el V3 y el V4, o vértices en principio considerados fijos.

El resultado debe ser coherente con la realidad fisica, evidentemente.
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3.3. SOLUCION INVERSA GENERALIZADA RECI-
PROCA CON ZONAS DE DISTINTA SIGNIFI-

CACION

En este nuevo epigrafe nos remitimos a nuestro articulo citado varias veces
“Cluestiones basicas en interpretacion de una red cldsica libre ajustada por el
método de incrementos de coordenadas”. Haremos referencia a él y es de
obligada lectura para entender porqué la solucién wvector “d” de deformacion
de los vértices defendemos que es la 6ptima.

En el caso presente existen dos zonas de muy distinta significacion en la
misma red, a saber:

e La zona que llamaremos A, concernida por la deformacion d, de los
vértices libres V1 y V2, y que queremos saber si se han sufrido algin
desplazamiento entre las dos campanas.

e La zona B, de deformacion de los vértices o puntos de apoyo que
se consideran fijos, V3 y V4, cuyas coordenadas se entienden en principio
invariables y sobre las que no ha habido desplazamiento entre campanas o ha
sido minima. La zona B es la zona de deformacién minima, o la zona de la que
no es necesario conocer su desplazamiento, si lo hubiere, que representaremos
por el vector dp,.

Empecemos con él célculo de la solucién de la red de deformaciones de

los cuatro vértices de la red en estudio, con zonas A y B.
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Siendo las matrices M, que proceden de S, seglin expresion:

My, M
Sle?'Pl'Alz H 2
M21 M22

las que siguen:

1,59 —1,16
My, =
—-1,16 7,50
—0,43 0
My =
—-1,29 —5,05
—0,43 —1,29
My =
0 —5,05
3,45 —1,73
My =
—-1,73 6,78
y segln
AT.p Ky =] °
Ly
obtenemos:
I —0,0038901126

0,01489474303
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—0, 00458894511

Ly
—0, 00641568532

Y aplicando
xp = (Mag — Moy - Myy" - Mig)* - (Ly — My - Myi'Ly)

calculamos las variables de la zona B:

Ty = dgp
dxy s —0,464-10 m
drvs | 0,464-10 °m

EF = T3+ T4 = dl‘vg + dlEV4 = 0, 464 - 10_‘3 + (—O, 464 - 10_5) =0
solucién pseudoinversa

y las variables de la zona A con:

Lq = Ml_ll . (La - M12 ' Zl?'b)

Lo = d:pa
dxyvy —0,00107478 m
dxys 0,00205235 m

En cuanto a los resultados de la subred 2, son los que siguen.

Siendo las matrices M, que proceden de S, segtn la expresion:
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My M
Sle?PyAl: 11 12
My, May
obtenemos:
1,59 —1,16
M, =
—1,16 7,50
—0,43 0
My =
—1,29 —5,05
—-0,43 —1,29
My =
0 —5,05
3,45 —1,73
My =
—-1,73 6,78
y segln
L,
z4f'-l%,-l(1-—
Ly
obtenemos:

—0,00152625463
—0, 0082108376

I 0,00339435786
b:
0,00634273437
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Y aplicando
xp = (May — Moy - Myy' - Myo)™ - (Ly — Moy - Myy'L,)

calculamos las variables de la zona B:

Ty = dyb
dyys 0,12455991 - 1073 m
dyy4 —0,12455991 - 1073 m

EF = a3+ x4 = dyys+dyys = 0,12455991 - 1073 + (—0,12455991 - 1073) = 0,
solucién pseudoinversa

y las variables de la zona A con:

Lq = Mﬂl : (La - M12 : SL’b)

Lo = dya
dyvi | —0,0019956 m
dyvo —0,00146589 m

Se obtiene la solucion tnica definida por la matriz pseudoinversa S;, de
correccion nula al Datum inicial y médulo || zp || minimo, que en su momento

veremos define la sensibilidad o precision intrinseca de la red en su conjunto

En cuanto al origen, la correcciéon por PD0, Datum o Problema de diseno
de Orden Cero es la que sigue.

Calculamos dt para la subred 1, con la expresion
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dt =(E-ET)"'.E-2=0,2439-103m

dt = dtl, =0,2439 - 103 m

Comprobamos que la solucion inversa generalizada reciproca de la subred

Ty = T + xp , siendo la soluciéon pseudoinversal® z1p, cumple que

—0,00107478 1
0, 00205235 1
xl, =z — ET - dt1, = — -dt =
—0,464 - 1073 1
0,464 - 1073 1
—0, 00107478 1 —0,0013
0, 00205235 1 0,0018
= — -0,2439-107% =
—0,464 - 1073 1 —0, 0007
0,464 - 1073 1 0, 0002

En cuanto al origen, la correcciéon por PD0, Datum o Problema de diseno
de Orden Cero para la subred 2 es la que sigue.

Calculamos dt para la subred 2, con la expresion

dt=(E-ET) - E.-z=-0,865-10"3m

dt = di2y = —0,865- 1073 m

0Calculada en el epigrafe 3.3.
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Comprobamos que la solucion inversa generalizada reciproca de la subred

2:
Ty = T, + 23 , siendo la soluciéon pseudoinversal’ x1p, también cumple
que
—0,0019956 1
—0,00146589 1
xl, =1y — ET - dt2, = - ~dt =
0, 12455991 - 103 1
—0, 12455991 - 103 1
—0,0019956 1 —0,0011
—0,00146589 1 —0, 0006
= — - (—0,865-1073) =
0,12455991 - 103 1 0,0010
—0, 12455991 - 1073 1 0,0007

Parece ilusorio buscar una precision mayor que:

AX = ((—0,464 - 1073)2 + (0,464 - 1073)% + (0, 2439 - 1073)2)2

= (0,00000043 + 0, 00000005848)% = 0,0007 m
en abscisas

AY = ((0,12455991 - 1073)2 + (—0, 12455991 - 1073)% + (—0, 865 - 10~%)2)3 =

= (0,000000031 + 0,00000075)) = 0, 000885 m

" Calculada en el epigrafe 3.3.
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en ordenadas

A = (AX? + AY?)3 = (0,0007% + 0,0000%) =

= (0,00000049 + 0, 0000()081)% =0,00114 m
Asi, se establece el concepto y cifrado de la sensibilidad de la red en
Sensibilidad de la red s> 1,1 mm.

implicando que las cifras y decimales submilimétricos no seran represen-

tativos.

3.3.1. ANALISIS MULTIVARIANTE

Con el fin de obtener los recintos de error y la fiabilidad simultanea del “d”,
que define las deformaciones o desplazamientos d, y d,, aplicamos Anélisis
Mutivariante Normal.

Recordamos que se trata del sistema de formas lineales, del que conocemos

todas sus variables:
A-d—K;= Ry

el sistema incluye, como sabemos, las dos campanas de control topogra-
fico, y estard formado por dos subredes, la primera contiene la deformacion
en el eje x: d, y la segunda la deformacion en el eje y: d,.

Dedicamos los primeros apartados de este epigrafe a calcular la matriz

varianza covarianza a posteriori y sus autovalores y autovectores.
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3.3.1.1. VARIANZA A PRIORI DEL OBSERVABLE DE PESO UNIDAD

El estimador de la varianza a priori de la subred 1 y de la subred 2
que hacen referencia a las deformaciones de las coordenadas X y a las Y

respectivamente, es:

0204 = 1,8051 - 107 m?

Que se calculd en el apartado anterior 3.1.5.

3.3.1.2. VARIANZA A POSTERIORI DEL OBSERVABLE DE PESO

UNIDAD

Siendo las matrices de diseno A, Py vectores Ky, y Kg,, obtenidos en
el epigrafe 3.1.4 de esta publicacion, y conocido el vector de variables d,
epigrafe 3.3, podemos calcular los residuos de cada una de las subredes con

la expresion:

Residuos = Rg = A-d — Ky

Residuos de las subredes 1 y 2:
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Residuos 1 [metros| | Residuos 2 [metros|
0,00003 0,0002
0,00014 0,0019
-0,00072 -0,0007

0,0001 0,0011
0,0014 0,0015
0,0001 0,0002
-0,0002 -0,0002
0,0007 0,0011
-0,0001 -0,0001
0,0011 0,0036

Aplicando la conocida expresion general:

o2— LR 619961077 m2, en la subred 1
mi+ma—n

o2—BPR__ 1 79381075 m?, en la subred 2
mi+mo—n

3.3.1.3. MATRIZ COFACTOR DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

Conocidas las matrices M de la subred 1 y de la subred 2: My, M5, Mo,
y M, calculadas en el epigrafe 3.3 podemos obtener las matrices cofactor de

los vértices de la zona “a” a partir de la conocida expresion:

—1
Qxama = Mll
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0 AL 0,70892489 0,10964705
TdaTda = 11 —
0,10964705 0,15029208

matriz cofactor de la subred 1

0 AL 0,70892489 0,10964705
TdaTda = 11 —
0,10964705 0,15029208

matriz cofactor de la subred 2

Las dos subredes tienen la misma matriz cofactor @, ,, -

3.3.1.4. MATRIZ VARIANZA COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA

ZONA “A”

En la subred 1 la matriz varianza covarianza es:

0,434048065971988 0,067132767537001
Ogx = 0(2) : Qwaxu = -107% m?
0,067132767537001 0,092018189986061

En la subred 2 la matriz varianza covarianza es:

0,127166947085846 0,019668487815944
O-yy = 0-8 : anya = ° 1075 m2
0,019668487815944 0,026959392782199

3.3.1.5. SEMILADOS DE LOS RECTANGULOS DE ERROR O INCER-
TIDUMBRE A PARTIR DE LAS MATRICES VARIANZA COVA-

RIANZA DE LA ZONA “A”

Con el fin de conocer la probabilidad de que el vértice V1 compensado se

encuentre dentro de su recinto de error y, a su vez el V2 se encuentre dentro
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del suyo simultadneamente'? es necesario conocer el hiperparalelepipedo como
hipervolumen de error, en posiciéon no canoédnica, constituido por los ejes 04,41,
Tdzv2; Odyol Y Tayu2, €N el sistema de referencia que situamos plano a plano y
por parejas de ejes de coordenadas en el plano del levantamiento!®. En nuestro
ajuste serd un hipervolumen de error de 4 dimensiones porque tenemos 4
variables libres, que recordamos son las deformaciones: dxy 1, dyyi, dryo,
dyy o, pertenecientes a la zona que hemos llamado “A”.

A partir de la matriz varianza covarianza de las variables 0gye ¥ 04y, s€

sigue:

Oazn1 = /0,4341-1076 = 6,588 - 10~ m

Oz = 1/0,0920 - 1076 = 3,034 - 10~* m

Tayor= /0, 12716 - 105 = 0,001127 m

Oaywa= 1/0,02695 - 1075 = 519134 - 10~* m

Que constituyen los semilados de los rectangulos de error canoénicos

deducidos a partir de las elipses no canénicas.

120fr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos
de coordenadas”. Epigrafe 2.7.1. Opus cit.

13Recordamos que el hiperparalelepipedo no tiene realidad fisica. Pero sus secciones por

[YPee))

los planos coordenados de su espacio “z”, si.

81



M.J. Jiménez Martinez, M. Chueca Pazos

3.3.1.6. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES DE LA MATRIZ VARIAN-

ZA COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

Los autovectores y autovalores de las matrices varianza covarianza o, y

Oayy, S€ encuentran en cuadros sucesivos ':

0,1859473285 | -0,9825597137
-0,9825597137 | -0,1859473285

Cuadro 3.27: Matriz de autovectores I'l de la matriz varianza covarianza de
las variables o4, de la subred 1

0,1859473285 | -0,9825597137
-0,9825597137 | -0,1859473285

Cuadro 3.28: Matriz de autovectores I'2 de la matriz varianza covarianza de
las variables og4,, de la subred 2

La matriz de autovalores es la misma en las dos subredes, suceso que
se repetira siempre que la matriz de diseno A y la matriz de los pesos P
sea la misma en ambas subredes. Adelantando conceptos, la igualdad de
matrices cofactor facilita enormemente el anéalisis de la fiabilidad simultanea

de recintos de error.

M Ofr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos
de coordenadas”. Epigrafe 2.7.1. Opus cit.
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fo2gep1= 0,0793 - 107° 0
0 Po2dme = 0,4467 - 1076

Cuadro 3.29: Matriz V1 = 0,, de autovalores de la matriz varianza covarianza
04z de la subred 1

L2 gyp1= 0,0232 - 107° 0
0 Io2dy2 = 0,1308 - 1075

Cuadro 3.30: Matriz V2 = o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza
Oa4yy de la subred 2

3.3.1.7. SEMIEJES DE LAS FIGURAS DE ERROR O INCERTIDUMBRE

A PARTIR DE LOS AUTOVALORES

Aplicar una rotacion a los semiejes no canonicos (obtenidos a partir de

04z COMO hemos visto) hasta su posicion canobnical'® segin la expresion:
_ 17T
Odzz = r+. Odxz * r

siendo
I' = matriz de autovectores columna de o4,

04.» = V = matriz diagonal de autovalores de o,
nos permite conocer los semiejes del hiperelipsoide de error inscrito en el
hiperparalelepipedo en el sistema canénico o,,. Asi, a partir de las matrices

V' de autovalores obtenemos:

15Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos
de coordenadas”. Epigrafe 2.7.1. Opus cit.
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Odzrv1 = Agp1 = +/0,0793-1076=2,82-10"*m

Odurva = bawo = 1/0,4467 - 1076 = 6,684 - 104 m

Tdyo1= Ggpr = v/0,0232- 105 = 4,817 - 10~ m

Oayv2=basz = +/0,1308 - 105 = 0, 0011 m

que podemos comparar con los valores de los semilados de los rectangulos
de error a partir de las matrices varianza covarianza, obtenidos en el apartado

3.3.1.5:

Odzo1 = V/0,4341-1076 = 6,588 - 10~ m

Oz = 1/0,0920 - 1076 = 3,034 - 10~ m

Tayor= +/0,12716 - 105 = 0,001127 m

Oayw2= V/0,02695 - 1075 = 5,19134 - 10~*m

Por lo que observamos se invierten los ejes de los rectangulos y los valores

son practicamente los mismos hasta la décima de milimetro.
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3.3.1.8. RECINTOS DE ERROR Y FIABILIDADES COMPUESTAS

El anéalisis multivariante se puede aplicar directamente, sin transforma-
cion alguna a los parametros de error no canoénicos porque la matriz de au-
tovectores en ambas subredes o subsistemas es exactamente la misma. Y
todas las figuras de error resultantes son bidimensionales, pudiendo situarse
sobre el plano del levantamiento.

Recordamos'® que para evitar que el rea/volumen de la podaria/hiperpodaria
supere al del rectangulo/hiperparalelepipedo tiene que haber una relacion
entre las longitudes de los semiejes a y b de su elipse/hiperelipsoide, lo que
implica que el intervalo de relacion posible entre semiejes a y b se encontrara
entre el 6ptimo a = b, que implica que circulo = elipse, y una de estas dos

condiciones siguientes:
a=>b-1tg71,259 =0-2,06
a=0-1tg28,759 =0-0,48

La relacion entre los lados a = x; = odx,; v b = y; = ody,; del recinto
rectangular de error de cada vértice cumple con las condiciones anteriores.
Multiplicamos por dos cada semieje no canénico (cfr. (2) en el cuadro

3.29) para obtener el lado del rectangulo de error.

16 Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos
de coordenadas”. Epigrafe 1.3.3.2. Opus cit.
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A partir de la expresion!’:

Pricoen = 27+ [(N(0, 1]

calculamos el porcentaje de fiabilidad multivariante P, rg.. de los dos
vértices libres de la red.

En nuestro caso n = 4 , tenemos 4 variables:

OTy1, OYply, OTp2 Y OYov2

La probabilidad de los rectangulos de error de los vértices V1 y V2, para

n =4y con un coeficiente de homotecia K = 3 es:
Pricom = 2" - [(N(o, 1)5}”: (2-0,4987)* = 0,9974* = 0, 9896 = 98,96 %

98,96 % es la probabilidad simultinea de que los vértices V1 y V2 se
encuentren en sus rectangulos de error, cuyos centros son las coordenadas
compensadas de sus vértices respectivos tras el ajuste de las subredes, (cfr.
(4) en el cuadro 3.27).

Al estudiar la probabilidad de ubicacion del vértice V1 en solitario en
su recinto de error es diferente a la de ese mismo vértice considerando los

vértices V1 y V2 simultaneamente, resultando que:
q
Prico., =27+ [(N(0,1)5]

siendo n = 2 y con un coeficiente de homotecia K = 3

17Conocida por la teoria expuesta en M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos
de error y su interpretacion en el ajuste gaussiano de una red local observada con
GNSS y ajustada por incrementos de coordenadas”. Epigrafe 1.2.2, ecuaciéon (89).
Opus cit.
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Prio,, =0,9974* = 0,9948 = 99,48 %  (cfr. (5) en el cuadro 3.29)

Podemos decir finalmente que tenemos dos elipses no canénicas, para los
vértices V1 y V2, y sus rectangulos son:

- Rectangulo circunscrito a elipse no canénica Ry, de lados:

ll—Vl =2- OLy1 = 0, 0013 m

ZQ,Vl =2- OYy1 = O, 00226 m
- Rectangulo circunscrito a elipse no canonica Ry9 de lados:

ll_VQ =2- OXys = O, 00061 m

ly_vo =2 - oyp=0,0010 m

- Siendo (4) en tabla 3.29 con K =3, n =4 —

= Pricosn = 24 [(N(0,1)3]*= (2 0,4987)* = 0,9974* = 98,96 %
li_y1 =0,0013 - K = 0,0039 m
lo_v1 = 0,00096-K = 0,00678 m
li_ys = 0,00226 - K = 0,00182 m

ly_ve = 0,00226 - K= 0,0030 m
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3.3.2. ERROR O PERTURBACION db

Este epigrafe lo dedicamos a calcular el error db, en primer lugar de la
subred 1, de las variables x, de la red de incrementos de coordenadas resuelta
por el método de zonas de distinta significacion.

Siguiendo la teoria sobre el calculo del porcentaje de error, la expresion final

, . db . .
de como afecta el error relatlvoH al error relativo del vector de correcciones
d
ldz] .
[l
1
o2 2
Tr(AT-P.diag (3£)-P-A)

i

1
Hd(E” < k . ||db|| — k . [TTB]2 — HMmdzimo
- ” IIbH Hminimo ”b”

[l

siendo la matriz A las dos primeras columnas la matriz de diseno Al de la

subred 1:

_ o -

1 -1

0 -1

0 0

Ao 1 0

0 -1

-1 1

0 1

0 0

-1 0

El vector K es:
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—0, 002486346
—0,00327149
—0, 000868207
0,00090896
—0,002028948
—0, 00240872
0,002853557
0,002378513
—0,001106689
—0,000516226

La matriz S es:

1,5900 —1,1600
S =M, =
~1,1600 7,500

Wmazimo =autovalor maximo de la matriz S

Iminimo =autovalor minimo de la matriz S

k = Emésimo — 5 6327 numero de condicion

Hminimo

b=AT.P . K

—0,0039
b —

0,0149

||b]] = 0,0154, norma de b
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Los valores de la diagonal de la matriz diag (7\7—2) (cfr. figura 3.3), provienen

2

de las valores de las varianzas proporcionales vp = o;
Siendo N; = m; =numero de observaciones con el que se han calculado los
10 incrementos de coordenadas del sistema de formas lineales.

Resultando que:

ldzll — (.13 = 13 %.

llzl

Siendo la matriz A las dos primeras columnas la matriz de disenio A2 de la

subred 2, de las variables y, idéntica, por ser invariante a la matriz de diseno

Al de la subred 1 :
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Figura 3.3: Matriz diagonal diag (
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_O 1_
1 -1
0 -1
0 0
Ao 1 0
0 -1
-1 1
0 1
0 0
-1 0

El vector K en este caso es:

—0,001772755
—0, 002438813
0,000644414
—0,001310134
—0, 000668655
0,001778006
0,000305769
0,002378513
0,000196507

—0,001518196

La matriz S es:

1,5900 —1,1600
~1,1600 7,500

Wmazimo =autovalor maximo de la matriz S

Iminimo =autovalor minimo de la matriz S

93



M.J. Jiménez Martinez, M. Chueca Pazos

k = Bmdzime — 5 6327, numero de condicién

Hminimo
b=AT.P. K

—0,0015
—0,0082

||b]] = 0,0084, norma de b

La matriz diagonal de los pesos P = Fp,, v la matriz de las varianzas

diag (%) = diag (;—2) son las mismas que en la subred 1.

i

Resultando que el erro debido a db es:

% =0,24 = 24%.

3.3.3. RESULTADOS

Las deformaciones que han podido sufrir los vértices V1 y V2 seran las

obtenidas por solucion inversa generalizada reciproca. Y son las que siguen.

El vértice V1 ha podido sufrir una deformaciéon entre campanas de:
d, = —0,00108 m = —0,0011 m

d, = —0,001996 m = —0, 0020 m
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V2
VA

V3
V4

Figura 3.4: Red de cuatro vértices, entre los que se encuentran el V1 y el
V2, vértices que posiblemente se hayan desplazado entre dos campanas de
observacion distanciadas en el tiempo

-1,1mm

TV

-2,0mm

(AR

Figura 3.5: Posible desplazamiento del vértice V1 hasta la posicion V1’ con
deformaciones d, = —0,0011 m y d, = —0,0020 m
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Por lo tanto y en primera aproximacion, la posicion mas probable del
vértice V1 después de la segunda campana serd V'1’, sin perjuicio de adicionar
una tdltima correccion de redondeo de cdlculos, db, como luego se vera. Fig.
3.5. Asi, sus coordenadas més probables seran las que se recogen, adelantando
ideas, en el cuadro 3.32 columna “coordenadas finales” y como tales se
adoptaran. Es claro que dichas coordenadas son la mejor solucion asequible,
pero no las exactas, siempre desconocidas. Y en consecuencia, es preciso
adicionar para definir con rigor la realidad fisica, que el vértice definitivo
deformado tendrd unas coordenadas exactas, desconocidas, que para una
fiabilidad de P = 99,48 % estaran dentro del rectangulo de error de la
figura 3.6, de orientacién y dimensiones antes calculadas y con centro en
V1. Acostumbra a expresarse como que el vértice exacto deformado V1, se

encontrara dentro del recinto rectangular de error o incertidumbre, de lados:

ll—Vl = 0, 0039 m

lo_y1 =0,00678 m

y centro en V1’ con una fiabilidad de P = 99, 48 %, considerando el vértice

V1/V1" en solitario.
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L g3,9 mm
V1
I\..
©

Figura 3.6: Recinto de error asociado al vértice V1’ con fiabilidad P =
99,48 %

El vértice V2 ha podido sufrir una deformaciéon entre campanas de:

d, = 0,00205 m = 0,0020 m

d, = —0,001466 m = —0,0015 m
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\[2 2,0 mm

. —.

-1,5 mm

V2

Figura 3.7: Posible desplazamiento del vértice V2 hasta la posicion V2’ con
deformaciones d, = 0,0020 m y d, = —0,0015 m

el vértice exacto deformado del vértice V2, se encontrara dentro del

recinto rectangular de error o incertidumbre, de lados:
ll_vg == O, 00182 m
la—vo=0,0030 m

y centro en V2’ con una fiabilidad de P = 99,48 % considerando el vértice

V2/V?2' en solitario.
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1,8 mm L

Figura 3.8: Recinto de error del vértice V2" con fiabilidad P = 99,48 %

Si en lugar de considerar aisladamente la probabilidad de que el vértice
exacto deformado V17, o el V2. se encuentre dentro de su recinto de error,
estudiamos la fiabilidad de que los vértices V1, y V2. se encuentren dentro de
sus rectangulos de error simultaneamente, la probabilidad sera P = 98,96 %.

Las coordenadas de los vértices desplazados, segin el vector deformacion
d, y dy, se encuentran en el cuadro 3.32. Para la determinaciéon de las
coordenadas se ha tenido en cuenta la perturbaciéon db, debida a calculos
de redondeo y estudiada en detalle en el epigrafe 3.3.2.

La sensibilidad de la red es s> 1,1 mm, segin solucién inversa
generalizada reciproca, no parece posible una apreciacion mejor. Las
deformaciones calculadas de los vértices son iguales o superiores a la

sensibilidad, siendo por este motivo detectables.
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Otra cuestion es que la tolerancia establecida por y/o para el trabajo en
cuestion sea inferior a las dimensiones de los rectangulos de incertidumbre,
aun cuando sea superior a la sensibilidad. En dicho caso caera también en

defecto el trabajo realizado.

3.3.4. MATRICES DE CRITERIO A POSTERIORI

Siguiendo la dindmica clasica, estudiamos las matrices de criterio y
las fiabilidades interna y externa de la red, resuelta con solucion inversa

generalizada reciproca con zonas de distinta significacion.
3.3.4.1. MATRICES DE CRITERIO DE LA SUBRED 1 DE LAS
VARIABLES DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

- Matriz cofactor de las variables o parametros

—1
Qxaaﬁa = Mll

0 A 0,70892489 0,10964705
ZdaZTda - 11 =
0,10964705 0, 15029208

matriz cofactor de la subred 1

- Matriz cofactor de los residuos

Qrr = P17 — A1- M- A1
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Matriz cofactor de los RESIDUOS

1.4122 0.0406 0.1503 0 -0.1096 0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096
0.0406 0.9226 -0.0406 0 -0.5993 -0.0406 0.6399 0.0406 0 0.5993
0.1503 -0.0406 0.2419 0 0.1096 -0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096
0001.1628000000

-0.1096 -0.5993 0.1096 0 4.0530 0.1096 0.5993 -0.1096 0 0.7089
0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096 1.3882 0.0406 0.1503 0 -0.1096
-0.0406 0.6399 0.0406 0 0.5993 0.0406 1.2832 -0.0406 0 -0.5993
-0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096 0.1503 -0.0406 0.2497 0 0.1096
000000001.14940

0.1096 0.5993 -0.1096 0 0.7089 -0.1096 -0.5993 0.1096 0 3.8365

Siendo ahora Al las dos primeras columnas de la matriz de diseno de

elementos exactos

1
1
1
0
0

ORI OIOoI—]| O
1
—

1
—

Lo|lo
oo~

- Matriz cofactor de los observables corregidos

Qcc = P17 — Qgrr
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Matriz cofactor de los observables corregidos

0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096 -0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096
-0.0406 0.6399 0.0406 0 0.5993 0.0406 -0.6399 -0.0406 0 -0.5993
-0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096 0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096
00000000000.1096 0.5993 -0.1096 0 0.7089 -0.1096 -0.5993
0.1096 0 -0.7089 -0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096 0.1503 -0.0406
-0.1503 0 0.1096 0.0406 -0.6399 -0.0406 0 -0.5993 -0.0406 0.6399
0.0406 0 0.5993 0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096 -0.1503 0.0406
0.1503 0-0.1096 0000000000

-0.1096 -0.5993 0.1096 0 -0.7089 0.1096 0.5993 -0.1096 0 0.7089

- Matriz varianza covarianza de las variables o parametros

0,434048065971988 0,067132767537001
Ogx = 08 : Qxaaca = -107°m

0,067132767537001 0,092018189986061

- Matriz varianza covarianza a posteriori de los residuos

ORR = 0'(2) ’ QRR

Matriz varianza covarianza a posteriori de los residuos
1075-[0.0865 0.0025 0.0092 0 -0.0067 0.0092 -0.0025 -0.0092 0 0.0067
0.0025 0.0565 -0.0025 0 -0.0367 -0.0025 0.0392 0.0025 0 0.0367

0.0092 -0.0025 0.0148 0 0.0067 -0.0092 0.0025 0.0092 0 -0.0067
0000.0712000000

-0.0067 -0.0367 0.0067 0 0.2481 0.0067 0.0367 -0.0067 0 0.0434

0.0092 -0.0025 -0.0092 0 0.0067 0.0850 0.0025 0.0092 0 -0.0067

-0.0025 0.0392 0.0025 0 0.0367 0.0025 0.0786 -0.0025 0 -0.0367

-0.0092 0.0025 0.0092 0 -0.0067 0.0092 -0.0025 0.0153 0 0.0067
000000000.07040

0.0067 0.0367 -0.0067 0 0.0434 -0.0067 -0.0367 0.0067 0 0.2349]
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- Matriz varianza covarianza a posteriori de los observables

corregidos

Oce = 0-8 : Qcc

Matriz varianza covarianza a posteriori de los observables corregidos
1077-[0.0920 -0.0249 -0.0920 0 0.0671 -0.0920 0.0249 0.0920 0 -0.0671

-0.0249 0.3918 0.0249 0 0.3669 0.0249 -0.3918 -0.0249 0 -0.3669

-0.0920 0.0249 0.0920 0 -0.0671 0.0920 -0.0249 -0.0920 0 0.0671
0000000000

0.0671 0.3669 -0.0671 0 0.4340 -0.0671 -0.3669 0.0671 0 -0.4340

-0.0920 0.0249 0.0920 0 -0.0671 0.0920 -0.0249 -0.0920 0 0.0671

0.0249 -0.3918 -0.0249 0 -0.3669 -0.0249 0.3918 0.0249 0 0.3669

0.0920 -0.0249 -0.0920 0 0.0671 -0.0920 0.0249 0.0920 0 -0.0671
0000000000

-0.0671 -0.3669 0.0671 0 -0.4340 0.0671 0.3669 -0.0671 0 0.4340]

3.3.4.2. MATRICES DE CRITERIO DE LA SUBRED 2 DE LAS

VARIABLES DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

- Matriz cofactor de las variables o parametros

-1
Qxaa}a = Mll

0 A 0,70892489 0,10964705
ZdaZTda - 11 =
0,10964705 0,15029208

- Matriz cofactor de los residuos
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Qrr = P17' — Al M;;' - A17

Matriz cofactor de los RESIDUOS

1.4122 0.0406 0.1503 0 -0.1096 0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096
0.0406 0.9226 -0.0406 0 -0.5993 -0.0406 0.6399 0.0406 0 0.5993
0.1503 -0.0406 0.2419 0 0.1096 -0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096
0001.1628000000

-0.1096 -0.5993 0.1096 0 4.0530 0.1096 0.5993 -0.1096 0 0.7089
0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096 1.3882 0.0406 0.1503 0 -0.1096
-0.0406 0.6399 0.0406 0 0.5993 0.0406 1.2832 -0.0406 0 -0.5993
-0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096 0.1503 -0.0406 0.2497 0 0.1096
00000000 1.1494 0

0.1096 0.5993 -0.1096 0 0.7089 -0.1096 -0.5993 0.1096 0 3.8365

- Matriz cofactor de los observables corregidos

Qce = P17 — Qgr

Matriz cofactor de los observables corregidos

0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096 -0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096
-0.0406 0.6399 0.0406 0 0.5993 0.0406 -0.6399 -0.0406 0 -0.5993
-0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096 0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096
00000000000.1096 0.5993 -0.1096 0 0.7089 -0.1096 -0.5993
0.1096 0 -0.7089 -0.1503 0.0406 0.1503 0 -0.1096 0.1503 -0.0406
-0.1503 0 0.1096 0.0406 -0.6399 -0.0406 0 -0.5993 -0.0406 0.6399
0.0406 0 0.5993 0.1503 -0.0406 -0.1503 0 0.1096 -0.1503 0.0406
0.1503 0-0.1096 0000000000

-0.1096 -0.5993 0.1096 0 -0.7089 0.1096 0.5993 -0.1096 0 0.7089

- Matriz varianza covarianza de las variables o parametros
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0,127166947085846 0,019668487815944
Oyy = 0(2) *Qyaya = 1075 m?
0,019668487815944 0,026959392782199

- Matriz varianza covarianza a posteriori de los residuos

orr = 04 - QrR

Matriz varianza covarianza a posteriori de los residuos
10_5-[0.2533 0.0073 0.0270 0 -0.0197 0.0270 -0.0073 -0.0270 0 0.0197
0.0073 0.1655 -0.0073 0 -0.1075 -0.0073 0.1148 0.0073 0 0.1075

0.0270 -0.0073 0.0434 0 0.0197 -0.0270 0.0073 0.0270 0 -0.0197
0000.2086000000

-0.0197 -0.1075 0.0197 0 0.7270 0.0197 0.1075 -0.0197 0 0.1272

0.0270 -0.0073 -0.0270 0 0.0197 0.2490 0.0073 0.0270 0 -0.0197

-0.0073 0.1148 0.0073 0 0.1075 0.0073 0.2302 -0.0073 0 -0.1075

-0.0270 0.0073 0.0270 0 -0.0197 0.0270 -0.0073 0.0448
00.0197000000000.2062 0

0.0197 0.1075 -0.0197 0 0.1272 -0.0197 -0.1075 0.0197 0 0.6882 |

- Matriz varianza covarianza a posteriori de los observables

corregidos

Ocec = 0(2) ' Q(;c
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Matriz varianza covarianza a posteriori de los observables corregidos
10~2.[0.0270 -0.0073 -0.0270 0 0.0197 -0.0270 0.0073 0.0270 0 -0.0197

-0.0073 0.1148 0.0073 0 0.1075 0.0073 -0.1148 -0.0073 0 -0.1075

-0.0270 0.0073 0.0270 0 -0.0197 0.0270 -0.0073 -0.0270 0 0.0197
0000000000

0.0197 0.1075 -0.0197 0 0.1272 -0.0197 -0.1075 0.0197 0 -0.1272

-0.0270 0.0073 0.0270 0 -0.0197 0.0270 -0.0073 -0.0270 0 0.0197

0.0073 -0.1148 -0.0073 0 -0.1075 -0.0073 0.1148 0.0073 0 0.1075

0.0270 -0.0073 -0.0270 0 0.0197 -0.0270 0.0073 0.0270
0-0.01970000000000

-0.0197 -0.1075 0.0197 0 -0.1272 0.0197 0.1075 -0.0197 0 0.1272]

3.3.5. COMPROBACION DE LOS OBSERVABLES: FIABILI-

DAD INTERNA

3.3.5.1. FIABILIDAD INTERNA DE LA SUBRED 1 DE LAS VARIABLES

DE LA ZONA “A”

La redundancia de un observable es un parametro adimensional, y nos
muestra lo bien o mal que estd “controlado” dicho observable. Como las
redundancias cumplen que 1 > r > 0,4 los observables estan bien
controlados. Las redundancias son homogéneas y aproximadas a el valor
8

15 = 0,8. Estamos en una situacion optima.
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REDUNDANCIAS

Ob.—————- Redundancia.

1 0.9067
0.5904
0.6168
1.0000
0.8511
0.9023
0.6672
0.6243
1

0 0.844

2
3
4
5
6
7
8
9
1

Suma de Redundancias = 8.00

El parametro de Baarda es el que se emplea para eliminar o rechazar un
observable. Todos los pardmetros de Baarda en nuestro caso se encuentran
en el intervalo:

[-2,021,40,90] < 3,29, y por tanto todos los observables son aceptados.

Comprobaciones de Error grosero (TEST DE BAARDA)
Ob. ——— Variable de Baarda {(w;).
1 0.0323

0.1921

-1.8714

0.0226

0.9003

-0.1168

0.3087

-2.0208

0.2130

©C 00~ U WN

10 0.7353

El minimo error detectable para un observable se obtiene a partir de la

siguiente expresion:

6, .
Voi = 7%

El error maximo que puede deslizarse en uno de nuestros observables y no
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ser detectado es de V; = 0,0034 metros, aceptable con reservas, segliin sea

la fiabilidad externa.

5o
N

El pardmetro de homogeneidad, purn; = , confirma la informacion

facilitada por los niimeros de redundancia.

Comprobaciones de Fiabilidad Interna de la subred 1

Valor de para el nivel de significacion «, y potencia 3 del test , = 4.12
Ob. (Voi) Parametro de Homogeneidad p;y; = %
1 0.0013 4.3268

2 0.0034 5.3617

3 0.0016 5.2462

4 0 4.1200

5 0.0029 4.4658

6 0.0013 4.3373

7 0.0032 5.0438

8 0.0016 5.2145

9 0 4.1200

10 0.003 4.4845

3.3.5.2. FIABILIDAD INTERNA DE LA SUBRED 2 DE LAS VARIABLES

DE LA ZONA “A”

La redundancia de un observable es un pardmetro adimensional, y nos
muestra lo bien o mal que estd “controlado” dicho observable. Como las
redundancias cumplen que 1 > r > 0,4 los observables estian bien
controlados. Las redundancias son homogéneas y aproximadas a el valor

1% = 0, 8. Estamos en una situacion 6ptima.
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REDUNDANCIAS

Ob.—————- Redundancia.

1 0.9038
0.5904
0.6168
1.0000
0.8511
0.9023
0.6672
0.6243
1

0 0.844

2
3
4
5
6
7
8
9
1

Suma de Redundancias = 8.00

El parametro de Baarda es el que se emplea para eliminar o rechazar un
observable. Todos los pardmetros de Baarda en nuestro caso se encuentran
en el intervalo:

[-0,55, +1,64] < 3,29, y por tanto todos los observables son aceptados.

Comprobaciones de Error grosero (TEST DE BAARDA)
Ob. ——— Variable de Baarda {(w;).
1 0.1257

1.4769

1.0626

0.7616

-0.5563

-0.1267

0.1318

1.6434

0.0696

©C 00~ U WN

10 1.3723

El minimo error detectable para un observable se obtiene a partir de la

siguiente expresion:

6, .
Voi = 7%

El error maximo que puede deslizarse en uno de nuestros observables y no
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ser detectado es de V; = 0,0057 metros, aceptable con reservas, segiin sea

la fiabilidad externa.

El parametro de homogeneidad, prn; = j;;, confirma la informacion

facilitada por los niimeros de redundancia.

Comprobaciones de Fiabilidad Interna de la subred 2

Valor de para el nivel de significacion «, y potencia 3 del test , = 4.12
Ob. (Voi) Parametro de Homogeneidad p;y; = %
1 0.0023 4.3337

2 0.0057 5.3617

3 0.0027 5.2462

4 0 4.1200

5 0.0050 4.4658

6 0.0023 4.3373

7 0.0054 5.0438

8 0.0027 5.2145

9 0 4.1200

10 0.0051 4.4845

El anélisis de la fiabilidad externa de la red nos dird cémo influird en dichos

resultados los errores no detectados por el analisis de la fiabilidad interna.

3.3.6. COMPROBACION DE LOS OBSERVABLES: FIABILI-

DAD EXTERNA

3.3.6.1. FIABILIDAD EXTERNA DE LA SUBRED 1 DE LAS VARIABLES

DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

La calidad del ajuste es inversamente proporcional al valor de los parametros

de homogeneidad pig,; = prniv/1 — 17, (obtenido pry; = \%_ en el epigrafe
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anterior). Es claro que en una red tan pequefia como la estudiada la
informacion que ofrecen tanto pp,; como pyy; €s muy escasa. Sin embargo en
una red amplia puede ser muy importante poner de manifiesto las diferencias

de nivel de control entre unas zonas y otras.

1

© 00O Uk WN

En cuanto al error no detectado V; en el observable de orden ¢ afectaria a

las variables dzy 1, dxyo segtin los valores del cuadro siguiente:

10

1.3441
3.4313
3.2477
0

1.7231
1.3556

2.9095

3.1963
0

1.771

Comprobaciones de Fiabilidad Externa de la subred 1
Ob. — Parametro de Homogeneidad pp,; = prniv1 — 15

‘ Observable ‘ error xyy|[m] ‘ error Tya|mj ‘

1 0,0001 0,0001
2 0,0013 0,0001
3 0,0004 0,0006
4 0 0

5 0,0004 0,0001
6 20,0001 20,0001
7 0,0010 0,0001
8 0,0004 0,0006
9 0 0

10 ~0,0005 20,0001
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que permite levantar las reservas correspondientes antes expuestas.

3.3.6.2. FIABILIDAD EXTERNA DE LA SUBRED 2 DE LAS VARIABLES

DE LOS VERTICES DE LA ZONA “A”

La calidad del ajuste es inversamente proporcional al valor de los pardmetros

de homogeneidad pp.; = prniv/1 — ri, (obtenido prn; = % en el epigrafe

anterior).

Comprobaciones de Fiabilidad Externa de la subred 2
Ob. — Parametro de Homogeneidad pgy; = prniv1 — i
1 1.3441

3.4313

3.2477

0

1.7231

1.3556

2.9095

3.1963

0

1.771

© 00U WN

10

En cuanto al error no detectado Vo, en el observable de orden ¢ afectaria a

las variables dyy1, dyyo segtin los valores del cuadro siguiente:
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| Observable | error yy1[m] | error yyo[m] |

1 0,0002 0,0002
2 0,0022 20,0001
3 ~0,0008 20,0010
4 0 0

5 0,0007 0,0001
6 20,0002 20,0002
7 20,0017 0,0001
8 0,0007 0,0010
9 0 0

10 ~0,0008 70,0001

Cuadro 3.34: Comprobaciones de la fiabilidad externa de la subred 2

con la misma conclusion favorable respecto a las reservas anteriores.

La composicién cuadréatica de los errores transmitidos en los casos mas

desfavorables seran:

\/67‘7’07’ z¥, + error yi, = \/(O, 0013)2 + (0,0022)2 = 0,00255 metros

\/ermr xty + error yiy = \/(O, 0006)% 4 (0,0010)%? = 0,00116 metros

El vértice V1 es el de mayor error transmitido, conclusion a la que

también llegamos a partir de la matriz varianza covarianza de la solucion

pseudoinversa.

114




RACYV Digital - Sobre la Evolucion en el Tiempo de una Red Local. Control Gaussiano de Deformaciones

3.4. DENSIFICACION CON UN PUNTO CUALQUIERA
EN REFERENCIA AL CASO TEORICO DE EJES
OBLICUOS

Seguimos la metodologia para el caso de densificacién con ejes oblicuos!®,
que como sabemos, nos permite obtener los recintos de error y fiabilidades
de cualquier punto del plano del levantamiento. Escogemos el vértice VL y
calculamos el recinto de incertidumbre y su fiabilidad asociada.

A partir de las coordenadas de los vértices'® V1, V2 y del vértice VL
calculamos los dngulos 9, v y 6. Podriamos también haber invertido el calculo,
y a partir de las coordenadas de V1 y V2 y conocidos los angulos 4, 7, obtener
las coordenadas de V' L.

Sean las coordenadas de los vértices V1, V2y VL:

18 Cfr. Epigrafe 2.2 EN “El Problema Principal de Disefio. Densificaciéon a partir de la
Solucién Inversa Generalizada Reciproca con Zonas de Distinta Significaciéon”. Que nos
permite conocer el recinto de error de cualquier punto del plano del levantamiento. Opus
cit.

19 Cfr. Epigrafe 3.3.3, cuadro 3.32.
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Vértice | Coordenadas

X1 99,99784 m

Yv1 166, 59815 m

Xyo | 163,01577 m

YV2 154, 24947 m

Xyp | 125,33439 m

YVL 180 m

Y los angulos 6, v, y @ los que siguen:

- _ Yy —Yy; . 180-166,598151 13,4018
myi-vy = tg (5) T Xyr—Xvyi1 ~ 125,33439-99,99784 T 25,3366
§ = 30,976488
_ T\_ Yyr=Yp __ 180—154,24947 __25,75053
mys-—vy = tg (7 + 2)*XVL_XB T 125,33439-163,01577 —  —37,68138
1
tgy
—0,6834 = —-L
g7

tg (v) = 076234 =1,4633

v = 61,8354278

El 4ngulo entre los ejes oblicuos sera:

= 0,5290

= —0,6834 =

0 = 1009 + 30,976489 — 61, 8354279 = 69, 14105239
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0 = 69,14105238

Aplicando la expresion que sigue obtendremos los semilados del recinto

de error del vértice L:

((A=T-ctgh)-cosé6 (A—=T-ctgh)-send —T-cosecl-seny T -cosech-cos~)-

Sii Sij  Sik  Sil (A—=T"-ctgh)-cosé
L sij  Sij Sik o Sjt | (A—=T-ctg0)-send _
70 Sik  Sjk  Skk Skl —I' - cosec B - sen~y
Sil S5l Skl S I - cosec @ - cos Yy
Siendo para el vértice L :
A=z] =xp-cosy+yL-seny
=y =—xr-seny+yL-cosvy
y
S Sij Sik Sil O, 2597 0 —O, 1895 0
1 Sij Sjj Sjk; Sjl _ 0 0, 0886 0 —0, 0647 ‘ 107
o2 -
| sik Sik Sk Sk —0, 1895 0 1,2250 0
Sit Sj1 Skl Su 0 —0,0647 0 0,4181

Desarrollamos la expresion anterior:

((A=T-ctgh)-cosé (A—T-ctgh)-send —T-cosecl-sen~y T -cosech-cos~)-

Sii  Sij  Sik  Sil (A—T-ctgh)-cosé
L sij Sij Sk Sjt | (A—=T-ctg0)-send _ 2
ag
| sk Sik Sk Sk —I' - cosec - sen
Syt Sji Skl Su T - cosec - cos~y

117



M.J. Jiménez Martinez, M. Chueca Pazos

Y después de miltiples operaciones se obtiene la elipse con centro en el

origen de coordenadas del punto V L:

2%y - 8,3882- 106 +y2 - 5,3745-10% 4+ -y, - 4,4125 - 105 —C? =0

2?r, - 8,3882- 100 +y? - 5,3745-109—2 - 2y, -y, - (23122 . 105) —C2% =0

La ecuacion de la elipse genérica sabemos que es:

71 . 2- 2 2- 2— . . . p— 2
P, (w o,ty o, —2-xy me) C

2 92, .2 2 2 (2. 2 2\ _
xt o)ty oy =2y 0y —C '<O'x'0y—0'xy)—0

Comparando la ecuacion standard de la elipse

2. 2., ,2 2 2. 2 _ 2 _
vt +ytop =27y 04— (070, —05,) =0

con la del punto V'L, obtenemos los valores de las varianzas o7, o7, y la

covarianza o, siendo el sistema de 3 ecuaciones con tres incognitas el que

sigue:
X X —4,4125
8,3882106 _ 53745100 _ —5—-10° _ c? _ 1
o2 o2 Ozy C%.(02-02-02,) 02.02-02,
a _ b _ ¢ _ c? — 1
05 o2 Oy 02-(0920-012/—033,) U%'U%-G%y
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2 2
2 o a'U:c 2 o Il'G'y
Oy = % =70z~ 73
2 A-Oxy 2 4 i
9y = ~%¢ . Oy = Oy " o2

Que nos permite calcular el recinto de error del vértice V' L. Las varianzas

y la covarianza son:

02 =3,2751-1077 = 0, = 5,7228 - 10~* m
02 =2,0084 - 1077 = o, = 4,5808 - 104 m

Opy = —1,7228-10""m

En la tabla 3.35, andloga a la 3.31, se recogen los recintos de error y sus

fiabilidades, conjuntas y por separado.

Las coordenadas del vértice V' L son:

Xy = 125,33439 m
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YVL =180m

con un recinto rectangular de error o incertidumbre de lados

ox,, = 0,0028 m

oz, = 0,0033m

con una probabilidad simultanea junto a los vértices V1 y V2 que alcanza
el valor de 98,45 %. Individualmente la fiabilidad mejora hasta el 99, 48 %.

El posible desplazamiento del vértice VL y su posicion en el plano del
levantamiento, se encuentran dentro del recinto cuadrado de error de lados
de ~ 3 mm, si el proyecto exige una precision menor a esos 3 mm el resultado
serd insuficiente.

Insistimos en que podemos conocer no soélo los recintos de error y
probabilidades de los vértices V1 y V2, sino de cualquier punto que se
encuentre en el plano del levantamiento, aunque no haya sido observado. Se
puede asi densificar la red en cualquier punto relacionable (como en este caso
es el VL) por interseccion directa virtual con vértices de la red (por ejemplo
el V1 y el V2). Sin necesidad de trabajo de campo adicional anadimos todos
los puntos que nos interesen hasta completar un Modelo Digital del Terreno.
Supone un adelanto importante tener informacién probabilistica y de recintos
de error de cualquier punto del plano cartografiado, no s6lo de los vértices

de la red primaria.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

El objeto principal de nuestra publicacion es el estudio de la posible
deformacion de los vértices V1 y V2, a partir de dos campanas topograficas

consecutivas y distanciadas en el tiempo'.

Habitualmente la variacion en el tiempo o deformacién se evalia a partir
de las coordenadas de los puntos o vértices en estudio en diferentes campanas

de observacion.

'Se observaron con el mismo método de observacién, los mismos instrumentos y los
mismos operadores. Es fundamental que las campanas de mediciéon sean tan homogéneas
como se sea capaz de lograr. Solo asi serdn también rigurosamente comparables.

Como hemos justificado en péginas precedentes, cualquier diferencia observacional,
de diseno, célculo, o interpretacién, en el progreso y tratamiento de ambas campanas,
aunque individualmente consideradas resulten irreprochables, puede implicar que su efecto
conjunto de lugar a perturbaciones indeseables en los resultados.
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V2
VA

V3
V4

Figura 4.1: Red de cuatro vértices, entre los que se encuentran el V1 y el
V2, vértices que posiblemente se hayan desplazado en el intervalo de dos
campanas de observacion

Definimos la deformacion experimentada por la red segin el vector? “d”

de componentes:
d= d1: X2 — X1 = (Xa2 — Xal) + (IQ — .751)

siendo el vector X,; el de las coordenadas aproximadas en la primera
campana y X, en la segunda, y las correcciones de las coordenadas de las
dos campanas 1 y xy respectivamente.

Si aceptamos que nuestras coordenadas aproximadas sean la media

aritmética® de las coordenadas de las dos campaiias, resultando que las

2Vector de variables “d” que representan las diferencias o deformaciones aparecidas
entre las dos campanas, coordenada a coordenada y en cada uno de los vértices del ajuste.

3La diferencia de las coordenadas entre las dos campaifias, serd funcién de la
instrumentacion (equipos GNSS o de topografia clasica) y de la deformacién que haya
sufrido la red entre las dos campanas. Légicamente, en funcién del umbral minimo de
deformacion que exija el proyecto se elegird una instrumentacién u otra.
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coordenadas aproximadas medias seran X, = % (Xa1 + Xa2), en valor

més probable, y el vector deformacion “d” se simplificaré:
d=di= Xy — X1 = (Xon — Xom) + (22 — 1) =29 — 14
d= 1Ty — 1
y el sistema de formas lineales* se escribird segin (18):
A-d—Kq=Rq

La definiciéon del sistema exige que en las dos campanas haya elementos
que no cambien, que sean invariantes, entre otros la matriz de diseno A, la
matriz a priori de pesos P, el estimador a priori de la varianza del observable
de peso unidad o3, el vector de coordenadas aproximadas de vértices X,.
Es preciso cumplir en la medida de lo posible con esta condicién. Cualquier
aproximacion no rigurosa puede desvirtuar el resultado y su interpretacion.
Que las coordenadas aproximadas de la red sean X,,/, es ya una primera
aproximaciéon. Recordamos que a partir del vector de medias X,,; obtenemos
los observables calculados O¢ = F (Xanr).

La diferencia maxima entre coordenadas aproximadas de las dos cam-
pafias es de 3,123 mum. Las diferencias de coordenadas aproximadas® pueden

encubrir la deformacion buscada de los vértices de la red, constituyendo un

primer valor de precisién de la red.

4Donde cada forma lineal es la diferencia de dos formas lineales correspondientes en
ambas campanas, tomadas observable a observable.
5Cfr. Cuadro 4.1.
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| Véertice | X [m] | Y |m| |
Vi1 0,003123 -0,000762
V2 -0,0024408 -0,001739
V3 0,001216319 | -0,000219975
V4 0 0

Cuadro 4.1: Diferencias de coordenadas aproximadas entre las dos campanas

Se trata en definitiva que sea invariante cualquier elemento de diseno a
priori. Solo variara el vector de observables O, de valores observados. Con O
variard el vector de términos independientes K; = Oy — O¢ . La condicién
de invariancia de la matriz de pesos P imposible de lograr en la practica
en sentido estricto requiere también una atencidén cuidadosa e implica no
solamente alta precisiéon en su caso y en todos los observables, sino también
homogeneidad en todas las campanas de observacion.

Entendemos que es mas adecuada la aplicaciéon del método conocido
de ajustes por incrementos de coordenadas®, mejor en nuestro caso que
el de variacion de coordenadas, ya que permite no solo la constancia de
la matriz A, sino que, ademas sus elementos sean todos exactos, junto a
otras prescripciones y normas al efecto que hemos estudiado en los capitulos
precedentes en detalle’.

Una vez definido el vector de deformacion® d :

5Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT “Ajuste Gaussiano de redes por el método de
Incrementos de Coordenadas”. Opus cit.

" Cfr. Epigrafe 3.1, especialmente el 3.1.5 dedicado a la matriz de pesos P de esta
publicacion.

8La deformacion d se expresard siempre en unidades de longitud.
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d = 9 — x1 , de las variables a determinar

y el sistema de formas lineales que se ajustard con el método de

incrementos de coordenadas:
A-d—Kg= Ry

La cuestion siguiente es el hecho de que existen dos zonas de distinta
significacion en la misma red, a saber:

e La zona que llamaremos A, concernida por vértices libres V1 y V2, de
posible deformacion d, .

e La zona B, de vértices o puntos de apoyo que se pueden considerar fijos:
de minima o nula deformacién dy, en nuestro caso vértices V3, V4.

Con la solucion inversa generalizada reciproca con zonas de distinta
significacion? se obtiene el vector d, mediante una matriz inversa de Cayley,
pudiendo aplicarse posteriormente cualquier doctrina de interpretaciéon de
resultados, incluyendo el Anéalisis Multivariante.

Con la solucién inversa generalizada reciproca con zonas de distinta
significacion se obtiene el vector d;, mediante una matriz pseudoinversa, de
vector correccidon minima.

El procedimiento descrito en realidad se basa en un artificio matematico
que permite separar las zonas A y B y resolverlas mediante algoritmos
distintos. Parece suponer un avance sensible sobre la doctrina que podemos

llamar clésica.

9 Cfr. Epigrafe 3.3.
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Antes de ajustar con la solucion inversa generalizada reciproca con zonas
de distinta significaciéon y en primera aproximacion resolvemos la red libre,
se trata de clasificar con ella los vértices de la red en orden de obtener
una primera informacion de la precisién, en este caso, de la deformaciéon
esperable en ellos. Las matrices varianza covarianza indican que el vértice V'1
tiene desviaciones tipicas en = e y, de 0,44 mm y 0,75 mm respectivamente,
superiores al resto de vértices. Y segin las variables obtenidas en el ajuste
libre, los vértices V1 y V2 tienen mas deformacion que los vértices V3 'y V4,
coherente con la que hemos supuesto realidad fisica.

Con la comprobacién de los observables (entendida como fiabilidad
externa'® de la red) el vértice V1 es el de mayor error transmitido (seguido
del V2), conclusion a la que también llegamos a partir de la solucion
pseudoinversa.

En cuanto al origen, la correcciéon por PD0, Datum o Problema de diseno
de Orden Cero!! de la solucion inversa generalizada reciproca con zonas de

distinta significacion es:

dtl, =0,2439-1073 m

dt2y = —0,865- 1073 m

que junto a la solucion pseudoinversa de las variables de los vértices de

la zona B nos permite acceder a la sensibilidad s de la red, siendo esta:

10 Cfr. Epigrafe 3.3.6.
11 Cfr. Epigrafe 3.3.
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s> 1,1 mm

nos parece ilusorio lograr que la precisiéon de la red mejore la sensibilidad

calculada, marcando un minimo de deformacién apreciable.

Resumimos a continuacion los resultados més significativos del articulo,
y repetimos algunas figuras para facilitar la comprension del texto.
Segun la solucién inversa generalizada reciproca el vértice V1 ha podido

sufrir una deformacion hasta la posicion V1’ de:
d, = —0,0011 m

d, = —0,0020 m

-1,1mm

TV

-2,0mm

(AR

Figura 4.2: Posible desplazamiento del vértice V'1 hasta la posicion V1’ con
deformaciones d, = —0,0011 m y d, = —0,0020 m
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La deformacion de V1 es superior o igual a la sensibilidad de la red, lo
que la hace apreciable.
El vector deformacion exacto V1. se encontrarda dentro del recinto

rectangular de incertidumbre, de lados:

ll—Vl = 0, 0039 m

lo_y1 =0,00678 m

con una fiabilidad de P = 99,48 %, considerando el vértice V1’ en

solitario.

L =‘3,9 mm
V1
I\.
©

Figura 4.3: Recinto de error del vértice V1’ con fiabilidad P = 99,48 %

Si ha habido deformacion del vértice V1’ no ha sido superior a 0,0039 m

en abscisas y a 0,00678 m en ordenadas, lados de su recinto de error con
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fiabilidad de P = 99,48 %, lo que supone una posibilidad de error por 200
determinaciones.

El vértice V2 ha podido sufrir una deformacion hasta la posicion V2’ de:
d, = 0,0020 m
dy, = —0,0015 m

\[2 2,0 mm

P —.

-1,5 mm

V2

Figura 4.4: Posible desplazamiento del vértice V2 hasta la posicion V2’ con
deformaciones d, = 0,0020 m y d, = —0,0015 m

La deformacion de V2 es superior a la sensibilidad de la red.
El vértice V2, se encontrara dentro del recinto rectangular de incertidum-

bre, de lados:

ll_vg = 0, 00182 m
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l2_V2: O, 0030 m

con una fiabilidad de P = 99, 48 % considerando el vértice V2’ en solitario.

1,8 mm L

Figura 4.5: Recinto de error del vértice V2’ con fiabilidad P = 99,48 %

Si ha habido deformacién del vértice V2’ no ha sido superior a 0,00182m
en abscisas y a 0,0030 m en ordenadas, lados de su recinto de error con
fiabilidad de P = 99,48 %, lo que supone una posibilidad de error por 200
determinaciones.

Si en lugar de considerar aisladamente la probabilidad de que el vértice
V1., o el V2., se encuentre dentro de su recinto de error, estudiamos
la fiabilidad de que los vértices V1, y V2. se encuentren dentro de sus

rectangulos de error simultaneamente, la probabilidad sera de P = 98,96 %.
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En cualquier caso hemos conseguido una alta probabilidad de comisién,
dificilmente alcanzable con otros test estadisticos!?.

Como sabemos la sensibilidad de la red es s> 1,1 mm y las deformaciones
calculadas de los vértices son iguales o superiores a la sensibilidad, siendo por
este motivo detectables.

Es todo lo que podemos decir sobre las deformaciones de los vértices
V1 y V2 de la red, en el intervalo definido por las dos campanas de
observacion. Si la tolerancia establecida permite aceptar los rectangulos de
incertidumbre, el algoritmo e interpretacion expuestos resuelven el problema
a toda satisfaccion, mejorando a nuestro entender la metodologia que

podemos llamar clésica.

Por tltimo senalar como innovaciéon adicional e importante que podemos
conocer no so6lo los recintos de error y probabilidades de los vértices V1,
V2, sino de cualquier punto que se encuentre en el plano del levantamiento,
aunque no haya sido observado. Se pueden anadir todos los puntos que nos

interesen hasta completar un Modelo Digital del Terreno!'? riguroso.

12Como hemos justificado la cumplimentacién puntual e indiscutible de todo el
condicionado antes expuesto compite ventajosamente con cualquier anélisis estadistico,
por elevado que sea su poder de afirmacion.

13 Ofr. Epigrafe 3.4 de esta publicacién y “El Problema Principal de Disefio. Densificacién
a partir de la Soluciéon Inversa Generalizada Reciproca con Zonas de Distinta Significacion”
M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT. Opus cit.
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