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Capitulo 1

INTRODUCCION

Desde hace siglos es objeto esencial de la Ingenieria Cartografica avanzar en el
conocimiento de la métrica del espacio accesible a la percepciéon humana y su
evolucion a lo largo del tiempo. Tanto en las aplicaciones topograficas y geodésicas
como en las que no lo son, y desde el ambito més extenso al més reducido.
Este ultimo se establece tradicionalmente en sentido lato como aquél en que
puede considerarse la tierra como plana sin error apreciable y sus tecnologias de
aplicacion méas avanzadas configuran y encuadran en la actualidad la moderna
disciplina llamada Microgeodesia y Redes Locales. Sus aplicaciones, cada vez més
frecuentes, se caracterizan pues en primer lugar, por referirse a zonas reducidas o
muy reducidas sobre la superficie terrestre y /o construcciones y obras de ingenieria
civil.

La praxis basica de trabajo consiste en determinar rigurosamente la geometria de
una Red Local proyectada de forma que cubra el espacio afectado por una malla
indeformable de triangulos calculando las coordenadas de sus vértices referidas a

un Datum y Sistema Cartesiano Rectangular adecuados.

No hay novedad apreciable en principio con respecto a doctrina y praxis habituales.
Sin embargo, la distincion estriba en que la exigencia de precision , optimizacion de
proyecto y metodologia de aplicaciéon y, sobre todo, establecimiento, justificacion

e interpretacion estadistica y matemaética de previsiones y resultados, intermedios,



finales, parciales y totales, es siempre alta o muy alta.

En definitiva la Microgeodesia actual caracteriza su evolucién por intervenir en
zonas y medios naturales o artificiales progresivamente reducidos bajo exigencias
técnicas cada vez mas estrictas, en ocasiones, extremadas. Por ejemplo, el control
e interpretacion rigurosa de la métrica evolutiva en el tiempo de unos pocos puntos

de control en una zona de posible deformaciéon o fractura de una obra civil.

En otro orden de ideas, cuanto antecede es asequible porque la precision y
rendimiento ofrecidos por la instrumentacion moderna, en su constante progreso,
permiten hoy satisfacer ampliamente, con fuertes coeficientes de seguridad, las
exigencias reales de la inmensa mayoria de las tareas y aplicaciones de la Ingenieria

Cartografica. También de la Microgeodesia.

Asi, y tal vez como contrapartida, no es extrano constatar en pliegos de condiciones
oficiales y privados exigencias desorbitadas, que son aceptadas por los profesionales
y aparentemente cumplimentadas en trabajos adecuadamente realizados donde
figuran resultados de errores méaximos temibles cifrados hasta en décimas y aun
centésimas de milimetro. Y ello en trabajos que, correctamente calificados como
de precision media y aun alta, no requieren razonablemente aproximaciéon méas

estricta que la centimétrica o, a lo sumo, de algunos milimetros.

Ello puede deberse en la mayoria de los casos segiin nuestra opiniéon, a que el
trabajo considerado, aceptada que sea su correcta ejecucién, con la instrumentacion
y metodologia mas moderna asequibles, ha cubierto ampliamente su objetivo
practico y no ha habido necesidad de contrastarlo mediante comprobacion alguna
y, de hacerse, no ha alcanzado, ni es necesario, ni puede alcanzar con suficiente
poder de afirmacion, el exagerado nivel de precision establecido a priori. Y ello
es asi porque, como ya hemos visto y ratificaremos en este trabajo, bastaria con
evaluar con rigor tan solo el inevitable error de redondeo en los calculos realizados,
sea cual fuere el equipo informatico y programas empleados, para rebasar cotas de

error probable como las descritas.



No es menos cierto sin embargo, que las prescripciones planteadas por los
nuevos retos técnicos y cientificos crecen también aceleradamente, consumiendo
el coeficiente de seguridad a que antes hicimos mencion. Y no tardara en llegar
el momento en que las prescripciones tenidas hoy como a todas luces exageradas

devengan en necesarias y, naturalmente, de obligado cumplimiento y comprobables.

A la vista de todo ello, se hace necesario avanzar en la doctrina y praxis de
levantamiento de las Redes Locales Microgeodésicas, cuyo actual condicionado
excede ya ampliamente al condicionado prescrito en cualquier trabajo de
levantamiento topografico o geodésico inserto en lo que ya podemos llamar
Ingenieria Cartografica Clasica. Y todo ello manteniendo siempre el pragmatismo

y sentido de la realidad inherente a cualquier empeno de Ingenieria de alto nivel.

Es preciso coordinar rigurosa y convenientemente necesidad, exigencia, metodologia
de aplicaciéon y control de calidad de resultados, lo que conduce naturalmente a
la necesidad de revisar la secuencia operacional completa, desde el proyecto téc-
nico hasta la interpretacion de resultados, avanzando en metodologia y criterios

rigurosos de aceptacion o rechazo, intermedios, parciales, finales y totales.

Nada valdra establecer las coordenadas de un vértice si no se acompanan del
oportuno recinto de error asociado rigurosamente establecido, con justificacion
y cifrado estadistico y probabilistico, tanto considerado individualmente como
formando parte de una zona especifica y de la totalidad de la red. Y debe prevalecer
la seguridad en la interpretacion sobre la precision absoluta aparentemente
alcanzada, bien entendido que es tarea imposible mejorar sustancialmente en

gabinete el vector de observables que se ha logrado en campo.

Adicionalmente, la metodologia empleada debe explicarse de forma convincente,
algébrica y geométricamente, paso a paso, comprobando previsiones y resultados
parciales y finales. Y a cuanto antecede sera preciso agregar el estudio, con idéntico
rigor y detalle, de las cuestiones relacionadas con instrumentacion, verificaciéon y
correccion en su caso de sus prestaciones nominales en calidad y precision , técnicas

de observacion, y replanteos.



Dentro del escenario descrito, hace ya anos que el grupo de investigacion
en el campo de la Microgeodesia firmante del presente trabajo, formado por
profesionales con larga experiencia, académica y no académica, en la especialidad
técnica definida, inici6 una linea de Investigacion dirigida a avanzar en el
estudio, ajuste, compensacién e interpretaciéon de Redes Locales tratadas por
procedimientos gaussianos, metodologia vigente desde hace dos siglos y todavia

de muy dificil sustitucion hasta donde se nos alcanza en estas fechas del siglo XXI.

Fruto de esta colaboracion hasta el momento han sido tres extensos articulos a
los que nos remitimos', suponiéndolos necesariamente conocidos para la adecuada

comprension del presente?.

Desarrollando doctrina y praxis sobre una red de prueba y contrastaciéon ubicada
en la Universidad Politécnica de Valencia, Campus de Vera, los tres articulos
presentan una estructuraciéon ciclica, con avances sobre el conocimiento clasico

que, en sintesis, pueden relacionarse como sigue.

Siempre siguiendo el esquema y la doctrina gaussiana basicos, el primero se
ocupa del problema de la matriz de los pesos, avanzando sobre la necesidad de
homogeneizacion de éstos y forma de conseguirlo. Incide también en la aplicacion
de observables clasicos y GNSS, abordando la cuestion del tratamiento de las
covarianzas a priori propias de estos ultimos. Propone un nuevo método de ajuste,
que denomina “Triangulateracion”, esencialmente en redes deterministas, y avanza

en el tratamiento de los resultados y su interpretaciéon rigurosa.

LCfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, A. MARQUES MATEU, J.M. PAREDES ASENCIO, M.
VILLAR CANO “Progreso en la practica del ajuste gaussiano de una red local. Método de
Triangulateracion”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv
digital. Valencia, 2010.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, N. QUESADA OLMO, M. VILLAR CANO, J.M. PAREDES
AsENCIO, A. MARQUES MATEU, “Ajuste Gaussiano de redes por el método de Incrementos de
Coordenadas”. Real Academia de Cultura Valenciana. Revista Digital: www.racv.es/racv digital.
Valencia, 2011.

Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, FR. GARCIA GARcCIA, M. VILLAR CANO “Recintos de error y
su interpretacion en el ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada
por incrementos de coordenadas. Teorfa y Praxis”. Real Academia de Cultura Valenciana.
Revista Digital: www.racv.es/racv digital. Valencia, 2011.

2Del mismo modo, conocimientos previos suficientes en Ajuste e Interpretacion de Redes
Locales. Nosotros nos referiremos al texto de M. CHUECA, J. HERRAEZ, J.L. BERNE “Redes
Topograficas y Locales”. Editorial Paraninfo. Madrid, 1996.



El segundo articulo avanza en el método de ajuste, desembocando en una
evolucion de la triangulateracion que denomina “Ajuste por Incrementos de
Coordenadas”. Se ocupa del estudio integral de la red en el espacio n-
dimensional y desarrolla una teoria y praxis evolucionadas de hiperelipsoides,
hiperpodarias, hiperparalelepipedos de error y sus correspondientes aplicaciones

y particularizaciones a dos y tres dimensiones.

En el tercer articulo, aplicando el método de incrementos de coordenadas, tanto
dividido en dos subredes como con una red fUnica, avanza en la aplicacion
de Anaélisis Multivariante a la interpretacion de resultados, que enlaza con el
Problema de Diseno de Orden Dos. Progresa en la formulaciéon de recintos de
error, inclindndose como mas significativos por rectangulos exinscritos en las elipses
y podarias especificas, caso planimetria, paralelepipedos, elipsoides y podarias

tridimensionales, en caso tridimensional.

Y en el presente trabajo se vuelve al concepto de red libre, estableciendo
aplicaciones avanzadas y las bases de una nueva linea de investigacion que formule
soluciones especificas e individualizadas segtn las caracteristicas propias de la red
y sus zonas de distinta significacion. Aborda en su generalidad el problema del

Datum y se opera tanto con dos subredes como con un solo ajuste.

Y estamos en condiciones de poder anunciar un quinto articulo, que entendera
en lo que hemos dado en llamar “Problema Principal de Diseno”, tratando de la
densificacion de Redes Locales sin trabajo adicional de campo pero con idéntico
poder de afirmacién geométrico, estadistico y probabilistico. Pudiendo llegar a
adicionarse cuantos puntos arbitrarios se requieran pertenecientes a la zona en

estudio.

Un sexto articulo sobre el estudio de la evolucién en el tiempo de las Redes Locales
y su aplicacion a Estudio de Deformaciones termina, hasta el momento, nuestra

actual programacion.

Aunque también es cierto que, a fecha de hoy, se considera el proyecto de publicar



un Manual sobre Microgeodesia y Redes Locales basandose en los seis articulos
referenciados, ampliando el texto ya existente y citado a pie de pagina en esta

introduccion.
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Capitulo 2

RED CLASICA LIBRE AJUSTADA POR
INCREMENTOS DE COORDENADAS EN

DOS SUBREDES

En el presente capitulo resolvemos la red libre constituida por cuatro vértices:
V1,V2, V3 y el V4, (cfr. figura 2.1), ubicados en el campus de la Universidad
Politécnica de Valencia, aplicando el método de incrementos de coordenadas y

dividiendo en dos subsistemas las formas lineales.

V4

Figura 2.1: Croquis de la red
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El epigrafe 2.1 lo dedicamos a la formacién de las matrices de diseno A, y P,y
el vector K, de las dos subredes. Y sucesivamente en los epigrafes 2.2, 2.3 y 2.4
obtenemos la soluciéon con matriz seudoinversa, la solucion inversa generalizada
reciproca y por ultimo la solucion inversa generalizada reciproca con zonas de
distinta significacion. En el capitulo 3 operaremos obteniendo las mismas soluciones
libres pero en un s6lo ajuste. Al inicio de cada epigrafe hacemos una introduccion

tedrica que explica cada una de las soluciones, a partir de las cuales se resuelve la

red libre.

Abordamos el problema del Datum, operando con dos subredes en el capitulo 2, y

con ajuste unico en el capitulo 3.

2.1. TRATAMIENTO INICIAL DE DATOS. APLICACION
DEL METODO DE INCREMENTOS DE COORDE-

NADAS

Siguiendo el protocolo que nos es habitual analizamos la normalidad de los
observables clasicos, a partir de los cuales obtendremos los incrementos de

coordenadas entre los vértices de la red en estudio.

2.1.1. TEST DE PEARSON DE LOS OBSERVABLES CLASICOS

Se ha practicado una observaciéon con instrumentacion clasica sobre la red de cuatro

vértices, utilizada en las publicaciones anteriores’.

L Cfr. Articulo “Progreso en la practica del ajuste gaussiano...”, de M.J. JIMENEZ MARTINEZ
ET ALT., Opus cit.
Cfr. Articulo “Ajuste Gaussiano de redes por el método de Incrementos de Coordenadas” de M.J.
JIMENEZ MARTINEZ ET ALT., Opus cit.
Cfr. Articulo “Recintos de error y su interpretacién en el ajuste gaussiano de una red local
observada con GNSS...” de M.J. JIMENEZ MARTINEZ ET ALT., Opus cit.
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Los vértices libres son los definidos por los pilares V1,V2, V3 y el V4 (cfr. figura
2.1).

Analizado la normalidad de los azimutes, todos superaban el porcentaje de bondad
del Test de Pearson con mas del 75 %, las distancias también siguen distribuciones

normales con un porcentaje de bondad igual o mayor al 76 %.

2.1.2. CALCULO DE LOS INCREMENTOS DE COORDENADAS A

PARTIR DE LOS OBSERVABLES CLASICOS

Los observables azimut que necesitamos para calcular los incrementos de
coordenadas entre vértices, en concreto sus promedios [grados centesimales],
desviaciones tipicas |grados centesimales| y nimero de observaciones, son los que

siguen:

| Azimut | Media [] [ o] [ n; |
V4-V1 0 0,00069 | 13
V3-V2 | 395,67467 | 0,00115 | 13
V2-V1 312,320 | 0,00113 | 13
V2-V4 | 254,74963 | 0,0007 | 13
V3-V4 | 311,18365 | 0,00084 | 13
V3-V1 | 354,81149 | 0,00085 | 13
V4-V1 200 0,00062 | 13
V3-V2 | 195,6748 | 0,00078 | 13
V2-V1 | 112,3190 | 0,00089 | 13
V2-V4 | 54,75018 | 0,00093 | 13
V3-V4 | 111,18742 | 0,00075 | 13
V3-V1 | 154,81133 | 0,00064 | 13

Cuadro 2.1: Azimutes

Las distancias reducidas entre vértices son las que siguen:
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| Distancia reducida | Media [m] | o;[m] | n,
V1-V4 66,5965 | 0,0002712 | 22
V3-V2 66,3912 | 0,0003585 | 12
V2-V1 64,2143 | 0,0002923 | 11
V2-V4 83,1499 | 0,0002998 | 12
V3-V4 68,5769 0,000116 | 22
V3-V1 103,6079 | 0,0006384 | 21

Cuadro 2.2: Distancias reducidas entre vértices

A partir de los promedios de azimutes y distancias reducidas calculamos los

incrementos observados de la red.

En el cuadro 2.3 se recogen los incrementos de coordenadas entre vértices

en el plano del levantamiento. Se prescinde de la tercera coordenada Az,

porque el levantamiento es bidimensional. Nos interesan todos los incrementos

de coordenadas entre los cuatro vértices.

Los incrementos son los siguientes:

| Incremento | [m] | Incremento [ [m] |
AX V4V1 | -0,0006 | AY V4V1 | -66,59777
AX V3V2 | -45063 | AY V3V2 | 66,23782
AX V2V1 | -63,01515 | AY V2V1 | 12,34917
AX V2V4 | 63,01455 | AY V2V4 | 54,2486
AX V3V4 | -67,52085 | AY V3V4 | 11,98922
AX V3V1 | -67,52145 | AY V3V1 | 78,58699
AX V1V4 0,0006 AY V1V4 | 66,59777
AX V2V3 4,5063 AY V2V3 | -66,23782
AX V1V2 | 63,01515 | AY V1V2 | -12,34917
AX VAV2 | -63,01455 | AY V4AV2 | -54,2486
AX VAV3 | 67,52085 | AY V4V3 | -11,98922
AX V1V3 | 67,52145 | AY V1V 3 | -78,58699

Cuadro 2.3: Incrementos de coordenadas
del levantamiento, observados con instrumentacion clasica

14

(Aw;;, Ay;;) sobre el plano topografico



2.1.3. LAS COORDENADAS APROXIMADAS

Las coordenadas aproximadas calculadas por el mejor camino de consistencia

distanciométrica?, son las que siguen:

Vértice | X |m)] Y [m]

V1 99,9994 | 166,59777

V2 163,01455 | 154,2486

V3 167,52085 | 88,01078

V4 100 100

2.1.4. FORMAS LINEALES ESPECIFICAS DE LOS INCREMENTOS

DE COORDENADAS

A partir de los observables clasicos (azimutes y distancias) hemos calculado los
incrementos entre todos los vértices libres V1, V2, V3 y V4. Esos incrementos

constituyen los observables que forman el sistema de formas lineales.

Conocido el vector de coordenadas aproximadas X, = X — z, entre dos puntos M

y P se podra escribir:

oy —Tp = AXypo — AXypo + R

TMP

ym — Yp = AYrpo — AYypo + Ry,

v — 2p = Aypo — AZypa + Rz

es decir

Correcciones = Valores Observados — Valores Calculados + Residuos

que equivale a

2Cfr. Epigrafe 3.3.2 del articulo “Progreso en la practica del ajuste gaussiano...”, de M.J.
JIMENEZ MARTINEZ ET ALT., Opus cit.

15



A=K+ R

cuya resolucion por minimos cuadrados proporciona directamente las coordenadas

compensadas.

Para evitar las covarianzas entre observables® dividimos en dos subredes los
observables, el primero contendra los que hacen referencia a las correcciones de

las coordenadas X y el segundo a las Y, resultando dos sistemas independientes:

Al-2z1=K1+ R1
A2-22=K2+ R2

En nuestro caso las dos subredes son las de los cuadros 2.4 y 2.5.

| nimero | Forma lineal | Al | K1 [m] |
1 AXV3V2 [ 0] 1 |-1]0 | -0,00099
2 AXV2V1 | 1] -1 |00 -0,00055
3 AXV2V4 10| -1 | 0] 1] -0,00026
4 AXV3V4 1 0] 0 |-1] 1] -0,00060
5t AX V3Vl | 1| 0 |-1]0 | 0,00051
6 AXV1IV4 |-1| 0 | 0] 1 | -0,00060
7 AXV2V3 | 0| -11]1]0/ 0,00082
8 AXVIV2 |-1| 1 | 0] 0| 0,00065
9 AXV4V2 [ 0| 1 | 0 |-1] 0,00073
10 AXV4V3 10| 0 | 1 ]-1] -0,00011
11 AXVIV3 (-1 0 | 1] 0 |-0,000311

Cuadro 2.4: Subred de los incrementos de las coordenadas X (AX)

3 Ofr. Epigrafe 2.4. de de M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT, “Ajuste Gaussiano de redes
por el método de Incrementos de Coordenadas”, Opus cit.

16



nimero | Forma lineal | A2 | | K2|m] |

1 AY V3vV2 | 0| 1 [-1] 0 | 0,00020
2 AY V2Vl | 1| -1 |0 ] 0| -0,00015
3 AY V2v4 | 0| -1 | 0] 1] -0,00118
4 AY V3vVv4 | 0| 0 |-1]1 | -0,00402
5 AY V3Vl | 1| 0 |-1] 0 | -0,00252
6 AY Viv4 |-1| 0 |0 | 1 | 0,00127
7 AY V2V3 | 0| -1 | 1] 0 |-0,000215
8 AY V1iv2 |-1| 1 [ 0] 0 | 0,00069
9 AY V4v2 | 0| 1 | 0 |-1] 0,000639
10 AXV4AV3 (0] 0 | 1 |-1| 0,000023
11 AY V1V3 |-1| 0 | 1] 0 | 0,00269

Cuadro 2.5: Subred de los incrementos de las coordenadas YV (AY')

2.1.5. LA MATRIZ DE PESOS P

El método de incrementos sigue una ponderaciéon basada en la proyeccion lineal
de las desviaciones tipicas de los errores angulares y distanciométricos de los

observables clasicos?.

Resultando que los pesos en cada una de las subredes son los de los cuadros 2.6 y

2.7.

niumero ‘ Forma lineal ‘ P1 ‘

1 AX V3V2 | 0,203
2 AX V2V1 | 0,628
3 AX V2V4 | 0,418
4 AXV3V4A | 1

5 AX V3V1 | 0,77
6 AX VIV4 | 0,577
7 AX V2V3 | 0,227
8 AX VIV2 | 0,636
9 AX VAV2 | 0,462
10 AX VAV3 [ 0,999
11 AX V1V3 | 1,420

Cuadro 2.6: Pesos asociados a los observables de la subred 1

4 Cfr. Epigrafe 3.2.4. de M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALt, “Ajuste Gaussiano de redes
por el método de Incrementos de Coordenadas”, Opus cit.
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nimero ‘ Forma lineal ‘ P2

1 AY V3V2 | 4,595
2 AY V2V1 | 0,629
3 AY V2V4 | 3,639
4 AY V3V4 1

5 AY V3V1 | 0,511
6 AY V1V4 | 10,460
7 AY V2V3 | 2,619
8 AY VIV2 | 0,636
9 AY VAV2 | 2,896
10 AX VAV3 | 0,999
11 AY VIV3 | 0,466

Cuadro 2.7: Pesos asociados a los observables de la subred 2

Eliminamos la forma lineal nimero 6 de la subred 2 (en negrita en el cuadro 2.7),
porque tiene un peso muy alto, y la falta de homogeneidad en la ponderacion puede

resultar un problema en los resultados y en su interpretacion.

2.2. SOLUCION CON MATRIZ PSEUDOINVERSA

Directamente podemos formular que la solucion pseudoinversa del ajuste sera:

xr=ST-AT.P. K

siendo ST la matriz seudoinversa de S, que sabemos unica. Su céalculo puede

efectuarse directamente por factorizacién y pivoteo gaussiano®, resultando

S+:CT.(C‘CT)fl‘(BT‘B)fl‘BT

M. CHUECA, J.L. BERNE, A.B. ANQUELA; S. BASELGA “Microgeodesia y redes locales:
Complementos docentes”, pg. 53 y sig. Universidad Politécnica de Valencia. Valencia, 2003.
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con la notacion usual, siendo

S=B-C=L-U

U = matriz triangular superior pivotada

L = matriz triangular in ferior

B = matriz L con las columnas de variables libres suprimidas

C = matriz filas U con las filas de ceros suprimidas
Incluso, puede generalizarse a matrices rectangulares®.

Sin embargo y en lo que sigue, entendemos mas operativo seguir el algoritmo
basado en la determinaciéon de la matriz de constrenimientos £, bien conocida y

formulable directamente a partir de la geometria especifica de la red.

Asi pues, para llegar a la soluciéon pseudoinversa se calculardn las matrices
Qla,, Q24, de las dos subredes. En primer lugar la matriz )14, de la solucion

pseudoinversa segiin expresion”:

S1 = Qla, = (AT-Pi-Ay+ET-E)'—ET.(E-E")"'-(E-ET)"".E (1)

aplicada a la subred 1.

Empezaremos con el calculo del vector de variables x1 de la que hemos llamado
subred 1 de formas lineales: A1-z1 = K1+ R1, que como sabemos hace referencia

a las correcciones de las coordenadas X de los vértices de la red en estudio.

Llamaremos matriz de constrefiimientos® F a la matriz mediante la cual, se calcula
la seudoinversa ST, y que debe ser representativa del condicionado geométrico
minimo, o lo que es lo mismo, necesario y suficiente, para caracterizar la red en

una solucién tnica.

En el caso presente la matriz £ se simplifica notablemente a partir de la expresion

inicial?:

6Ibidem.

"M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 219, expresién (694).
8M. CHUECA ET ALT. “Redes Topogréficas y Locales” Opus cit., pg. 228 y siguientes.
M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 230, expresion (722).

19



da

dz 10 vy = db
S - @)

dy 01 —z vy dw

de

La matriz F/, en este caso genérico, es:

ET_lny

01 —z vy

y en nuestro caso:

~(1)

que aplicada a las cuatro variables de la subred 1 seréa:

_ET

Resultando ahora la que hemos llamado expresion inicial (2), simplificada:

d$v1 1
dz 1
V2 _ . da
divg 1
dIV4 1

que en notacién matricial representaremos por:

x=FET.dt

Que sea £ = (111 1), se debe al tipo de red topogréfica sobre la que trabajamos,
es una red con observables incrementos de coordenadas (AX ,AY’)), de geometria

semejante a una trilateracion con azimut conocido!®, en que no hay giro dw, ni

OM. CuUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 232, caso D.
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cambio de escala de. Ademés, la division en subredes anula una de las traslaciones,

en este caso db'l.

A partir de la expresion (1) y conocidas las matrices y vector, A1= A;, PI1= Py,

K1= K, y E, calculados en el apartado 2.1.4, obtenemos ()14, con la expresion
(1):

0,1474 —-0,0532 —0,0209 —-0,0734

—0,0532 0,2232 —0,0922 —-0,0777
Qla, =
—0,0209 -0,0922 0,1345 —0,0215

-0,0734 -0,0777 —0,0215 0,1726

Que da lugar a la soluciéon especial'?:
(I)lp:QlAP'A{'Pl'Klzsqu'A?'Pl'Kl

Los valores de x1p se expresan en el cuadro 2.8 segtn:

- diferencial de la coordenada xi: dxyvy
- diferencial de la coordenada xy: dryo
- diferencial de la coordenada x3: dzy3

- diferencial de la coordenada x4: dryvy

dry, | 0,1119-10 3 m
dzve | 0,2564-103 m
dzys | —0,0508 - 1073 m
drys | —0,3175-103 m

Cuadro 2.8: El vector de variables de la subred 1

Repetimos los calculos con la subred 2 (que hace referencia a las correcciones de
las coordenadas Y de los vértices de la red en estudio), aplicando las mismas

expresiones.

Asi, el valor de Q24,,, con A2= A, P2= P, K2= K,y E, es:

1'No se debe confundir con el error de redondeo db, que se representa con idéntica notacion,
incurriendo en ambigiiedad.
12M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 219, expresion (693).
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Q24,

y la solucion:

IQPZQQAP'A{'Pl'K1:S2j4_p'Atlr'P1'K1

0,2583
—0,0772
—0,0752
—0,1060

—0,0772 —0,0752

0,0540  0,0090
0,0090  0,0717
0,0141 —0,0056

Los valores de 22p se expresan en el cuadro 2.9 segtn:

- diferencial de la coordenada yi: dyyq

- diferencial de la coordenada ys: dyyo

- diferencial de la coordenada ys: dyys

- diferencial de la coordenada y4: dyy4

Cuadro 2.9:

En el caso presente el defecto de rango d de Sy, siendo S; = AT - P, - A; es la
unidad, y transforma a dicha matriz S; en una matriz no invertible con matriz de

Cayley, al aparecer necesariamente d; = n — R(S) = 1, con un autovalor nulo.

Se cumplira que'? :

ecuacion cuyas soluciones, segin sabemos, seran los autovalores p y los

dyy1 | —0,7266 - 1072 m
dyyo | 0,5809 1072 m
dyyo | 0,7266-1072 m
dyys | —0,5810-1073 m

El vector de variables de la subred 2

autovectores x. Los autovalores nulos p; = 0,7 € 1,2,3

I3M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 211, expresion (648).
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AT P A -2 =0
y también a
Al'l’:O

estando los autovectores correspondientes a autovalores nulos en el espacio nulo

comun de Sy y de Aj.

Por lo tanto, si llamamos Gy, , a la matriz de los autovectores de referencia

dispuestos por filas se tendra'*:

A?'Pl'Al'nglzo

Al'GT _O

ndi —
En nuestro caso la matriz S; de la subred 1 es:
S, =AT. P - A
siendo A1= A, P1= P,
4,0332 —1,2646 —2,1919 —0,5767

s —1,2646 2,5749 —0,4305 —0,8798
1

—2,1919 —0,4305 4,62125 —1,9988

—0,5767 —0,8798 —1,9988 3,4553

Y los autovalores y autovectores en columna de S seran:

0 0 0 0

0 3,2639 0 0
autovalores = p - I =

0 0 4,3495 0

0 0 0 7,0712

MM. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 219, expresion (649).
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0,5000 —0,0443 —0,6811 0,5330
0,5000  0,8302 0,1958 -0, 1497

autovectores en columna =
0,5000 —0,3905 —0,1932 —0,7484

0,5000 —0,39540 0,6785  0,3651

Y G es el autovector correspondiente al autovalor nulo:

G=(0,5 0,5 0,5 0,5)

Siendo E = G, la expresion (1) sera:

Qlap, = (AT P-4 +GT-G)" = GT-(G-GT)' - (G-GT) -G

y la solucion pseudoinversa tnica, coincidente con la ya calculada es:

ZL’lp:QlAP~AF{~P1'K1

que detallamos en el cuadro 2.10.

dﬂfv1 0, 1119-103 m
dzvy | 0,2564-10 3 m
dxye | —0,0508 - 1073 m
dzvs | =0,3175-10 % m

Cuadro 2.10: El vector de variables de la subred 1 con £ = G

Repetimos los calculos con la subred 2 y obtenemos:

2,2413 —1,2646 —0,9767 0
—1,2646 15,0128 —7,2132 —6,5350

S
—0,9767 —7,2132 10,1886 —1,9988

0 —6,5350 —1,9988 §,5338
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0 0 0 0
0 2,8779 0 0

autovalores = p - I =
0 0 11,3738 0

0 0 0 21,7247

0,5000 0,8610  0,0875  0,0307

0,5000 —0,2516 —0,0919 -—0,8236
autovectores en columna =

0,5000 —0,2355 —0,6992 0,4536

0,5000 —0,3739 0,7036  0,3393

y la solucion z1p = Qla, - AT - P, - Ky, es la del cuadro 2.11.

dyy1 | —0,7266 - 1072 m
dyys | 0,5809-1073 m
dyyo | 0,7266- 1073 m
dyys | —0,5810-1072 m

Cuadro 2.11: El vector de variables de la subred 2 con £ = G

Sabemos que en notaciéon matricial:

x=FET.dt

siendo z, el vector de correcciones calculado, F la matriz de constrenimientos, y
dt la transformacion del sistema de referencia y a la vez la soluciéon pseudoinversa,

y vamos a comprobarlo en nuestros dos subredes!®.

Siguiendo con la expresion anterior, y multiplicando por E los dos miembros,

tenemos:

E-x=F-ET.dt

M. CHUECA ET ALT., “Disefio de Redes y Control de Deformaciones”, Opus cit., pg. 50.
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(E-ETY\.E.-x=(E-E")" . E-ET.dt

dt=(E-ET) - E.-z

En la subred 1, de la correcciones a las coordenadas X, la traslacion da = dt1 sera:
dtl = (E-ET)"' E.21=-6,78-10721 ~ 0

puesto que dtl debido a la solucion seudoinversa es idénticamente nulo, segiin

sabemos por teoria, y lo mismo sucede con dt2.
En la subred 2 de la correcciones a las coordenadas Y, la traslacion db = dt2 sera:

dt2 = (E-ET)"'-E.21=-2,71-10"% ~ 0, valor despreciable.

2.2.1. CUESTIONES SOBRE METODOLOGIA Y RESULTADOS

Se tendra con la notacion usuall®:
A, S, =AT. P . A = semidefinida positiva

ambas matrices de diseno tienen el mismo espacio nulo NU y el mismo espacio fila

EF.

Sy -z = Al P, . K}, sistema normal

(S —p-I)-x =0, ecuacion caracteristica

x ==-autovectores total n

d nulos
1 =autovalores total n =

(n—d)>0

16M. CHUECA, ET ALT, “Microgeodesia y Redes Locales: Complementos Docentes”, pg. 38 y
sig., Valencia, Universidad Politécnica de Valencia, 2003.
M. CHUECA ET ALT. “Redes Topogréficas y Locales” Opus cit., pg. 29 y sig.
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dim NU =d

dim EF = R(A;) = R(S1) =n—dim NU =n—d

dim EF +dim NU =n

NU y EF son subespacios complementos ortogonales en E™

Para = 0 en la ecuacion caracteristica se sigue

Sl-z=0

Cuya solucion en x seran los d autovectores correspondientes a los d autovalores
nulos. Dichos autovectores estaran en el espacio nulo NU de S, A;, formando una

base en el mismo.

Es claro que en nuestro caso, siendo d = 1, y pudiendo explicarse la transformacion

geométrica conjunta mediante una traslaciéon, con matriz de constrenimientos

general:
E,=0111.... 1)
se tendré
I 1
) 1
T3 1
NU=xi=| ... |=]| ... |
Ty 1
1 €1,2,3....n

o lo que es lo mismo, el espacio nulo NU comun de las matrices de diseno A,
y S1 en su caso mas general y supuesto el procedimiento de ajuste indicado, se

expresara segin
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NU=x1=x0=23=..=21a,

Recta en E" pasando por el origen, n-sectriz del n-edro de coordenadas.

Y el espacio fila EF también comtn a ambas matrices de diseno es ya inmediato,
escribiéndose directamente como el hiperplano de n—1 dimensiones en E™ pasando

por el origen normal a NU de expresion

EFE$1+I'2+ZE3++J?n:0

Como comprobacion, es banal deducir que la recta normal al hiperplano EF

pasando por el origen en E" resulta

— 21—0 _ 22—0 __ z3—0 __ _ xn,—0
NU =220 — 20 _ 20 _  _ s

NUZx1=x9=23=... =2, c.d.s

NU y EF subespacios complementos ortogonales en E"

Y aplicando al ejemplo, con n =4 | se sigue

T 1
) 1
NU = T41 = = Ty
T3 1
T4 1
i €1,2,3...n

o bien

NU=x1=2y=23 =124

recta que pasa por el origen en E* tetrasectriz del tetraedro de coordenadas.

Directamente puede obtenerse a partir de la matriz de constrenimientos
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Eia=(1111)

Y también de la submatriz columna de autovectores correspondientes a autovalores

nulos, considerada como base de NU, que en este caso particular es

0,5

0,5
Base = G4T,1 =

0,5

0,5

correspondiente a la tetrasectriz del tetraedro de coordenadas

NU=x1 =2y =23 =124

poniendo de manifiesto ademés el angulo “o” formado por NU y cualquier eje de

coordenadas, que sera

a = arc cos (0,5) = 60° (sexagesimal)

por definicion de autovector.

Y es claro que podemos calcular también directamente el espacio EF a partir de
la matriz A1 como hiperplano tridimensional definido por la base que generan sus

tres primeras filas, u otras tres cualesquiera independientes, es decir

0 1 0

1 —1 —1
Base =

-1 0 0

0 0 1

cuya expresion es la forma lineal

A~$1+B'$2+C'$3+D'$4+EIO
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Que debera pasar también por el origen. Asi, particularizando para los puntos

(00 0 0)
(01 -1 0)
(1 -1 0 0)
(0 -1 0 1)

se obtiene el sistema trivial

cuya solucion es

Resultando

-B+D=0

A=B=C=D

EFE$1+ZE2+J?3+ZE4:0

Que podiamos haber escrito directamente y confirma la expresion general antes

deducida.

Por otra parte, la soluciéon x més general de la red, que para fijar ideas suponemos

procedente de una matriz inversa generalizada S, siendo

estard en el espacio E" y se descompondra segin componentes en EF y NU |

r=S5-AT.P. K

subespacios complementos ortogonales, en la forma vectorial
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r=2Ip+2ITN

donde

rr = componente en EF = constante

ry= componente en NU = variable arbitraria
todo ello por teoria bien conocida.

En dichas circunstancias estamos en condiciones de proponer algiin avance en la
generalizacion e interpretacion de resultados del ajuste en cualquier red local o

microgeodésica aplicando el Método de Incrementos de Coordenadas.

Efectivamente, sea cual fuere la red, clasica o GNSS, puede resolverse rigurosa-
mente fracciondndola en dos subredes por abscisas y ordenadas de acuerdo con la

teoria conocida y segin se ha visto y aplicamos en el presente trabajo.

El resultado, con la notacién usual, sera

X=X,+=x

En la figura 1.1 representamos por ABCD la figura inicial X, referida al origen O

y por A’B’C’D’ la X referida al mismo origen O’=0.

En su caso mas general, si la soluciéon procede de una matriz inversa generalizada
reciproca, entendemos que la soluciéon mas rigurosa, correspondera a A”B”’C’D”,

referida a O” mediante traslacion paralela de O’=0. y A’B’C’D’ un vector

OO77:A7A77:B7B77:C7C77:D7D77.
El vector traslacion descrito se obtiene por sus componentes en x e y como

resultado del ajuste de las dos subredes, segiin hemos visto en la subred 1 anterior,

referida a x, abscisas, y veremos a continuacion, subred 2, referida a y, ordenadas.

Adelantamos que también puede obtenerse directamente mediante ajuste tnico
por incrementos de coordenadas segin teoria bien conocida, que se aplicara y

ejemplificard mas adelante.
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D’
o~

o=0

Figura 2.2: ABCD es la figura inicial X, referida al origen O y A’B’C’D’ la X
referida al mismo origen O’=0

Definido lo que antecede, es resaltable que en determinadas aplicaciones que
requieran el estudio de la evolucion en el tiempo de los vértices u otros puntos
cualquiera de la zona concernidos por una red local, como es el caso de la
valoracién y seguimiento de deformaciones, es aconsejable conservar un tnico
sistema de referencia a lo largo de todo el proceso, lo que propicia un ultimo
cambio, generalmente al primer sistema empleado.

7

En cualquier caso!” se podré escribir sucesivamente

r=FE"-dt+R
dt=(E-E")'E-z=(E-E")" -E-(zp+ay) =

—(E-E"" E-ap+(E-E")" E-ay=(E-E")" -E-ay

puesto que el término debido a la solucién seudoinversa xr es idénticamente nulo,

segtin sabemos por teoria:

M. CHUECA ET ALT., “Disefio de Redes y Control de Deformaciones”, Opus cit., pg. 31 y sig.
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(E-E") - E-2p=0

en el ejemplo anterior vale dt1 = (E-ET)™1. E-21 = —6,78-1072! = 0, despreciable.

Por consiguiente, la traslacion es debida exclusivamente y en su caso, a la

componente xy de la solucidon situada en el espacio nulo, como debia suceder.

Cualquier solucion de la red deducida segtin la metodologia anterior por dos
subredes en = e y partird de un valor constante, soluciéon seudoinversa, que se
relacionara con lo que llamaremos “sensibilidad de la red” y otro variable, deducible
por traslacion paralela cuya direccion en E™ es conocida, siendo siempre constante
para un nimero arbitrario de coordenadas n, abcisas u ordenadas, e igual a la
correspondiente a la n-sectriz del n-edro de coordenadas. Es claro que dicho vector
traslacion se proyecta sobre los ejes del n-edro de referencia por un mismo valor-
correccion a cada una de las abscisas u ordenadas, segtin la subred de que se trate,

de la red conjunta.

Todo ello simplifica sensiblemente el célculo, y avanza en precision alcanzable,
no siendo la menor ventaja la utilizacion permanente de matrices de elementos
exactos en diseno y constrenimientos, y permite predecir e interpretar a priori y
posteriori el resultado de la red con un notable rigor, y abordar el problema de las
zonas de distinta significacion sin las dificultades inherentes a la metodologia que

ya podemos llamar clésica.

2.2.2. SOLUCION PSEUDOINVERSA POR AJUSTES COORDINA-
DOS CON ADICION DE FUNCIONES DE VARIABLES O

PARAMETROS

A partir del método de ajustes coordinados general y con adicién de funciones'®

se demuestra que se puede obtener la solucion seudoinversa segin la expresion'®:

18Explicado y aplicado en detalle M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus
cit., pg. 91 y sig., pg. 149 y sig.

19 Cfr. M. CHUECA ET ALT., “Diseifio de Redes y Control de Deformaciones”, Opus cit., pg. 53,
expresion 111.
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Al'Pl'Al Ag i) Al'Pl'Kl

A,y 0 —A2 0

particularizando A, = E, y resolviendo el sistema.

Siendo Fj 4:
Eiy=(1111)

conocidas las matrices de diseno Al, P1, y el vector K1, obtenidos en los epigrafes

2.1.4 y 2.1.5 de esta publicacion, tanto para la subred 1 como para la la 2.

Asi, la expresion (3) de la subred 1 es:

40333 —1,2646 —2,1920 —0,5767 1 0,00042
—1,2646 2,5749 —0,4305 —-0,8798 1 0,00082
—-2,1919 —-0,4304 46212 —1,9987 1 |- " =1 0,000044
—0,5767 —0,8798 —1,9987 3,4553 1 e —0,00128

1 1 1 1 0 0
Resolvemos el sistema por inversa de Cayley
-1

40333  —1,2646 —2,1920 —0,5767 1 0,00042

—1,2646 25749 —0,4305 —0,8798 1 0,00082

" =1 —2,1919 —-0,4304 4,6212 —1,9987 1 0,00004
e —0,5767 —0,8798 —1,9987 3,4553 1 —0,00128

1 1 1 1 0 0

y obtenemos la solucién pseudoinversa del cuadro 2.12, igual al 2.10 con Ay = 0.

dﬂfv1 0, 1119-103 m

drys | 0,2564-10 3 m

dxye | —0,0508 - 1073 m

dryvy | —0,3175-107% m
Ao 0

Cuadro 2.12: El vector de variables de la subred 1

34



Repetimos el proceso con la subred 2 y obtenemos la solucién pseudoinversa del

cuadro 2.13, igual al 2.11 con Ay = 0.

dyy1 | —0,7266 - 1072 m

dyyo | 0,5809 10732 m

dyys | 0,7266-1073 m

dyys | —0,5810-1073 m
)\2 0

Cuadro 2.13: El vector de variables de la subred 2

2.3. SOLUCION INVERSA GENERALIZADA RECIPRO-

CA

Vamos a abordar ahora otra cuestion fundamental.

Volviendo al caso topografico, y segtin sabemos, cualquier solucion minimo
cuadratica definida por S;, 5], matrices inversas generalizadas reciprocas,
calculada segtin z; = (AT - P, - A))~ - AT . P, - K, = S] - AT . P, - K es estimable

y asesgada y resuelve el ajuste.
Y da lugar a una solucion la utilizacion de:

- una matriz cualquiera Ay, , independiente de Ay, ,, y rango completo R(A;) = d;

donde dy =n — R(S1) =n — R(A;)

- una matriz de constrenimientos de las mismas caracteristicas Fq; ,,, que cumpla

el condicionado

Sl . ET == 0
Al . ET - O
resultando

St =Qaz= (AT -Pr- A+ A} - Ay)7 = ET - (A ET) 7 (B A) 7 B
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con la notaciéon y significado conocidos.

Y sabemos que tomando A, = F

St =Quayp=(AT-P- A+ ET-E)' —ET (E-E")"' - (E-E")"" . E

se obtiene la solucion tnica definida por la matriz seudoinversa S}, de correccion
nula al Datum inicial y modulo || zp || minimo, que en su momento veremos define

la sensibilidad o precision intrinseca de la red en su conjunto.

Sin embargo es muy frecuente en aplicaciones topograficas y no topograficas que
fundamentalmente exista interés en definir de la forma mas adecuada posible?
los vértices de una parte de la red, resultando el resto tan solo obligado enlace
para acceder a los primeros. Y se insiste en el adjetivo “adecuado”. Porque la
zona interesada puede, por ejemplo, estar afectada de una deformaciéon, en cuyo
caso habrd que determinar los vértices concernidos cifrando sus coordenadas
con la mayor precision posible. O pueden corresponder al eje de una via de
comunicacion, siendo primordial definir ahora orientaciones y azimutes, prevalentes

sobre coordenadas. O a cualquier otra caracteristica distintiva de la realidad fisica.

En general, las zonas de distinta significacion asi definidas, requeriran el empleo de
matrices A, también especificas. Su determinacién forma parte esencial del trabajo

y el buen hacer del proyectista y la casuistica evidentemente, es ilimitada.

En este trabajo nos ocuparemos de una cuestion general comin a cualquier
red. Porque siempre podra dividirse en dos zonas de distinta significacién; una
conteniendo los vértices que se entienden fijos a priori, aunque en realidad sus
coordenadas jamas seran rigurosamente de error cero, exactas. Y otra con el resto
de vértices libres, de coordenadas a determinar. Sin prelaciéon de zona alguna, solo

distintas.

Y solamente con A; = F , solucion pseudoinversa se abarcara la red completa, en

zZona unica.

20M. CHUECA, J. HERRAEZ, J.L. BERNE “Redes Topograficas y Locales”, pg. 230, expresion
(694). Editorial Paraninfo. Madrid, 1996.
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Supongamos el caso de una red libre, planimétrica y topografica, con un cierto

defecto de rango d; y para fijar ideas sea éste d; = 4, méximo.

La matriz de constrefiimientos F sera de la forma:

1 0 1 0 ... 0 1
0 1 0 1 .1 0
E =
=Y, X1 Y, Xo ... =Y, X,
Xy N X N X, Y

donde bastard con suprimir las filas adecuadas para formular cualquier otro con

dy < 3 y posible geométricamente.

Consideremos ahora la matriz A; que se deduce de la Ey , sustituyendo por
columnas de ceros las correspondientes a los vértices de subindice 1,2,3,.....q
formando un grupo de idéntica significacién, previa ordenacion de la matriz F
con el criterio adecuado. Asi, los vértices ¢ + 1, ¢ + 2, ¢ + 3,....n formarén otro
grupo de significacion distinta. Sea el vector de correcciones del primer grupo z,

y el del segundo z;.

Es primordial entender que lo expuesto es solamente un artificio matemdtico sin

realidad fisica. Es fdcil ver, en la expresion general de transformacion (v, y)*':

da
dz 10 vy = db
dy - 01 —z y dw
de

que geométricamente equivale a suprimir en los vértices correspondientes a x, la
transformacion dt (rotacion dw alrededor del origen de coordenadas, cambio de
escala de, traslaciones da, db, segin los ejes), lo que no tiene sentido a priori. Tan
solo persigue facilitar la separacion a lo largo del proceso de cdlculo siguiente de las

correcciones T, y las xy y resolver las x, con una seudoinversa. Porque entendemos

2IM. CHUECA, J. HERRAEZ, J.L. BERNE “Redes Topograficas y Locales”, Opus cit., pg. 230.
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que dicha solucion especifica serd mejor para las coordenadas indicadas que la
general seudoinversa de la red. Las coordenadas x, correspondientes a la zona
resto de la red se determinardn separadamente, mediante una inversa de Cayley,
con la 1inica condicion general de que el conjunto de coordenadas sea una solucion

minimo cuadrdtica.

Se tendra :

00 1 0 .. 0 1

00 0 1 .. 1 0
Ay =

00 Y Xy . =Y, X,

00 Xioy Y oo X, Y,

matriz evidentemente independiente de A; y de rango completo e igual a d;, siendo

en este caso d; = 4.

Sera solucion de la red libre la definida por la expresiéon conocida:

$2:QA2‘AF{‘P1'K1

con

Quz= (AT - Pr- A+ A7 - Ag) "' —ET - (Ay- ET)"' - (B~ A]) - E

Donde

S,=AT.- P -Ay
Qa2 =57

matrices inversas generalizadas reciprocas.

Para resolver el supuesto planteado se adopta la siguiente notacion:
AQ - (O Eb)

donde

0 = matriz de ceros de las columnas de los vértices "a"
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Ey, = matriz de las columnas de los vértices "b"

Asi pues
0
Ay =
Ey
y también
Ia
To =
T
T La
Al . Pl . Kl -
Ly

separando siempre en cada vector los elementos correspondientes a los vértices de
los grupos "a" y "b".
Una vez fundamentada la teoria sobre la solucién inversa generalizada reciproca
iniciamos su calculo.
Conocidas las matrices Ay = A1, Py =P1, E=(1111), A =[0011]yel

vector K1 = K1
calculamos Q) 4o:

0,3077  0,1449  0,0358 —0,0358

0, 1449 0,4591 0,0023 —0,0023
Qa2 =
0,0358  0,0023 0,0875 —0,0875

—0,0358 —0,0023 —0,0875 0,0875

y la solucién inversa generalizada reciproca de la subred 1 sera la del cuadro 2.14.

dﬂfv1 0, 2960 - 1073 m
devg 0, 4405 - 1073 m
dxys | 0,1333-103 m
drys | —0,1333-10° m

Cuadro 2.14: El vector de variables de la subred 1
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Calculamos dt, con la expresion
dt =(E-ET)"'.E-2=1,8413-103m

Comprobamos que la solucién inversa generalizada reciproca de la subred 1

Ty = T, + Ty , siendo la solucién pseudoinversa xlp, cumple que

0,2960 - 1073 1
0, 4405 - 1073 1
xlp:xg—ET-dt: - -dt =
0,0133-1073 1
—0,0133-1073 1
0,2960 - 103 1 0,1119007 - 1073
0, 4405 - 1073 1 0,2563517 - 1073
= - -+1,8413-1073 =
0,0133-1073 1 —0,05077889 - 1073
—0,0133-1073 1 —0,3174736 - 1073

Y la soluciéon pseudoinversan obtenida en el epigrafe 2.2 es coincidente:

0,1119-1073
0,2564 - 1073

l’lp:

—0,0508 - 1073

—0,3175- 1073

Con las mismas expresiones que en la subred 1, las matrices A; = A2, P, = P2,

E=(1111),A,=(0011)y el vector Ky = K2, calculamos Q) a2

0,4790  0,0413 —0,0218 —0,0218

0,0413  0,0703  0,0039 —0,0039
Qa2 =

—0,0218 10,0039  0,0451  0,0451

—0,0218 —0,0039 0,0451  0,0451

y la solucion zo de la subred 2, tal como aparece en el cuadro 2.15.
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dyy1 | —0,7994 -107% m
dyyo | 0,5081-1073 m
dyyo | 0,6538-1072 m
dyys | —0,6538 -1073 m

Cuadro 2.15: El vector de variables de la subred 2

Calculamos dt, con la conocida expresion:

dt=(E-ET) - E.z=-7,283-10"m

Comprobamos que la solucién inversa generalizada reciproca de la subred

To = x4 + Ty , siendo la solucion pseudoinversa x1p, cumple que

—0,79937841 - 1073 1
0,5080673 - 1073 1
rl, =z — ET - dt = - ~dt =

0,6537834 - 1073 1

—0,6537834 - 1073 1
—0,79937841 - 1073 1 —0, 72655063 - 103
0,5080673 - 1073 1 0, 58089509 - 1073

— — (=7,283-107°) =

0,6537834 - 1073 1 0,72661121 - 1073
—0,6537834 - 103 1 —0, 58095566 - 103

Y la soluciéon pseudoinversan obtenida en el epigrafe 2.2 es coincidente:

—0,7266 - 1073

0,5809 - 103
J/’lp =

0,7266 - 1073

—0,5810 - 1073
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2.3.1. CUESTIONES SOBRE METODOLOGIA Y RESULTADOS

Es claro que el espacio nulo NU sigue siendo el mismo. Habiéndolo calculado en la
matriz Al anteriormente, comprobémoslo ahora en la matriz

4,0333 —1,2646 —2,1920 —0,5767
—1,2646 22,5749 —0,4304 —0,8798

Sle{'Pl'Ali
—2,1920 —0,4304 4,6212 —1,9988

—0,5767 —0,8798 —1,9988 3,4553

Efectivamente, siendo

T 1
) 1
NU = a4, = = - T
T3 1
Ty 1
1 €1,2,3....n
o bien
NU=x1=23=23=12I4
se tendré
1 4,0333 —1,2646 —2,1920 —-0,5767 1
1 —1,2646 2,5749 —0,4304 —0,8798 1
Sl . . xi — . . xi —
1 —2,1920 —0,4304 4,6212 —1,9988 1
1 —0,5767 —0,8798 —1,9988 3,4553 1
0
0
0
0
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1 0

1 0

1 0

1 0

es decir
T 1
) 1
NUEJZ4,1: = * T
Ty 1
i €1,2,3...n

NU=x1=2y=23=2=Ia

ecuacion de NU como debia ser, para cualquier x;, variable algébrica, arbitrario.

Y directamente la ecuacién de su subespacio complemento ortogonal sera

EFE$1+$2+$3+$4:0

Como puede comprobarse en S; pues el calculo anterior implica la nulidad de la
suma de los elementos de cualquier fila. Dicha propiedad, comin a cualquier ajuste
en las condiciones descritas, es una excelente comprobacion de la correcta marcha
de los calculos, especialmente por lo que respecta a errores de redondeo, funcién

de la calidad del software empleado.

Evidentemente y como debia ser

R(A1) = R(S1) = R(Q) = 3

0,3077  0,1449  0,0358 —0,0358

0,1449  0,4591  0,0023 —0,0023
Qa2 =
0,0358  0,0023  0,0875 —0,0875

—0,0358 —0,0023 —0,0875 0,0875
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puesto que la suma de las dos tltimas filas y columnas de @) es idénticamente nula.

Por otra parte, podemos escribir, en el caso mas general

dt=(E-E")" - E-x

y siendo
1
1
El,n'E;Zl:(l ].]_1) 1 =N
1
1
(Bin-Eny), =5
se tendré

x

X2

dtp1=2 B api=2-111..1)-| a4

Tn

siendo ahora

Tp1 = x3 =

=X-X,=5 - AT.-P.-K=xp+2ay
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solucion Gauss Marcov mas general del ajuste de que se trate.

Es claro que, por aplicacion directa de la ecuaciéon del hiperplano lugar geométrico

del vector EF, la suma de sus componentes serd siempre nula. Es decir
n
1

TF1

TF2

Tk = | Zp3

TFn

Operando en mm., escribamos el cuadro que sigue, de interpretacion inmediata

con la notacion establecida

i TFr r—Tp =N
dryy | 0,2960 - 1072 m 0,1119-103 m 0,1841-1073
drye | 0,4405-103m | 0,2564-103m | 0,1841-1073
drye | 0,1333-1073m | —0,0508 - 1073 m | 0,1841-1073
dzyy | —0,1333-10 3 m | —0,3175-10 % m | 0, 1842 10 3(x)
¥ =0,7365-1073 =0

dil = dtyy = LSy = ORI — 0,1841 - 107

(*) error de redondeo

que permite establecer importantes criterios de interpretacion de resultados y

comprobacion de la marcha de los calculos.

Asi, es claro que la suma de los componentes del vector solucion seudoinversa debe

ser nula.

La n-ésima parte de la suma de los componentes del vector correccién inversa

generalizada corresponde al médulo de la traslacion en x que hemos llamado dt1.

Se ratifica que dicha traslacion serd constante para cualquier coordenada de orden

1,1 € 1,2,3,4, y valdra la diferencia
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Ty — Tpi = TNU:

seglin teoria establecida.

Y es banal comprobar de se cumple

A z—K=R

En una palabra, tal parece que pueden predecirse resultados, interpretarse, y

comprobar cédlculos finales e intermedios, avanzando asi en el establecimiento de

un proyecto riguroso.

La subred 2, que hace referencia a las coordenadas Y de los vértices, funciona

también correctamente. Con el mismo criterio y metodologia del caso anterior se

tendra
1 2,2413 —1,2646
1 —1,2646 15,0128
Sl . . 'IZ =
1 —0,9767 —7,2132
1 0 —6, 5350
0
0
0
0
1
1
Sy - cxp =5
1
1
es decir
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—0,9767
—7,2132
10, 1886
—1,9988

. NU pum

0

—6,5350

—1,9988
8,5338
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X1 1
) 1
NU = Ta1 = = T
T3 1
Ty 1
i €1,2,3...n

NUEJI1:JI2:I3:$4

ecuacion de NU y directamente la ecuacion de su subespacio complemento

ortogonal sera
EFF=z1+2+23+24=0
R(A1l) = R(S1) = R(Q) =3
0,4790  0,0413  0,0218 —0,0218
0,0413  0,0703  0,0039 —0,0039

Qa2 =
0,0218  0,0039  0,0451 —0,0451

—0,0218 —0,0039 —0,0451 0,0451

puesto que la suma de las dos tltimas filas de QQ es idénticamente nula. También

las dos 1ltimas columnas, por ser simétrica la matriz, igual que el caso anterior.

Operando en mm., escribamos el cuadro que sigue, de interpretacion inmediata

con la notacion establecida

T rrp r— T =—=XIN
dyyy | —0,7994-1073m | 0,7266-10"3m | 0,0728 - 1073
dyyvo | 0,5081-107% m 0,5809-102m | 0,0728-1073
drys | 0,6538-1072m | —0,7266-1073m | 0,0728 - 102
dryy | —0,6538 1073 m | —0,5809 - 1073 m | 0,0728 - 1072
> =0,7365-10° | % =0,0001(x)

A2 = dtyy = L Sy = 2020 _ 0798109
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(*) error de redondeo
con las mismas conclusiones del caso anterior.

Traslacién en y que hemos llamado dt2, constante para cualquier coordenada de

orden i, 1 €1,2,3......n, y valdra la diferencia

Ty — Tpi = TNU;

seglin teoria establecida.

Y es banal comprobar de se cumple

A-z—K=R

De nuevo pueden predecirse resultados, interpretarse, y comprobar célculos finales

e intermedios, avanzando asi en el establecimiento de un proyecto riguroso.

2.4. SOLUCION INVERSA GENERALIZADA RECIPRO-

CA CON ZONAS DE DISTINTA SIGNIFICACION

La cuestion que abordamos ahora es el hecho obvio ya avanzado anteriormente de
que, sea cual fuere la red en presencia, siempre existen dos zonas de muy distinta

significaciéon en la misma, a saber:

e La zona que llamaremos A, concernida por vértices libres, de coordenadas a

determinar .

e La zona B, de vértices o puntos de apoyo que se consideran fijos, cuyas

coordenadas se entienden en principio invariables y conocidas a priori.

Sin embargo, en puridad de criterio, y por muy alta que sea la calidad del trabajo
de apoyo de la red, y siendo tanto mas cierto cuanto mayor sea la precisiéon exigida,
parece mas riguroso considerar en la practica y en virtud de lo expuesto la zona

B como “zona de coordenadas de correccion minima”, que representaremos por el
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vector xp , y la zona A como “zona de coordenadas de correccion libre a priori”

que representaremos por el vector x, .

En este supuesto, el conjunto de la red debe estudiarse y resolverse como libre y

se podré escribir su soluciéon, con la notacion usual, en la forma

Lq
To =

L

KXaa + Ta
X:Xa+$2:

Xap + 75

Y teniendo en cuenta que cualquier red puede ajustarse por incrementos de
coordenadas y explicarse geométricamente mediante una traslacion, segiin se ha

visto, cuya matriz de constrenimientos externos es
E=(111..1)
y siguiendo la teoria y praxis expuesta en el epigrafe 2.3 , donde

Sle{'Pl'Aly

Qa2 =Sy
y también

A ‘P'K — ¢
1 1 1
Lb

separando siempre en cada vector los elementos correspondientes a los vértices de

los grupos "a" y "b".

Con el mismo criterio expresaremos la matriz S; dividida en cuatro submatrices
con M, cuadrada y condicionada a ser de rango completo y por tanto invertible

por Cayley. Es sencillo tomando My, , dimensionada con ¢ < n —d; y escogiendo
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debidamente las filas para que no haya ninguna combinacion lineal de las otras.
Lo que antecede supone evidentemente una restriccion al ambito de aplicacion del

método. Recordemos al respecto que
R(Sl) = R(Al) =n — dl

Escribiremos pues

Mll M12
SIZAC{.P1-A1: (4)
M21 M22

y sucesivamente, de acuerdo con la teoria y notacién conocidas

A{'Pl'Al Ag i) _ A{PlKl (5)
Ay 0 -2 0

aplicacion directa del Método de Ajustes Coordinados.

Escribimos (5) en la forma

T
My My, 0 T L,
My My, EbT ) Ty = Ly, (6)
0 £ 0 - 0

1

y desarrollando la expresiéon anterior

M -xq + Mg -y = L, (7)

M21'$G+MQQ'I5—E5'A2:L5 (8)

Eb'(L'b:O (9)

donde (9) equivale a la condicion méas general y bien conocida Ay -z = 0 de redes
libres, referida ahora solamente a las correcciones x;, de las coordenadas de los

vértices del grupo B, antes definido.

y en (7) multiplicando por M;;" y despejando z,
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M My - xg + M Myg -2y = M" - L, (10)

Tq =My La— M;' - M- (11)
eliminando asi z, en (8) y siguiéndose

Moy - (MY Ly — Myt - Myg - ) + Moy -2y — B - My = Ly (12)

(May — Myy - M' Mys) -y — B - Ay = Ly — Myy - M}' - Ly (13)
y con (13) y (9) la expresion matricial anéloga a (5)

Moy — My - My' - Mg Ef T2
E, 0 — Ao
Ly, — My, - ML L,
b 21 11 (14)
0

donde despejando se obtiene el vector de correcciones x

-1

) Moy — My - Mﬂl - Mo EbT Ly — My, - ]\41_11 - Lq
-y Ey 0 0

que retine todas las condiciones necesarias para aplicar la teoria de redes libres,
solucion por matriz seudoinversa. En efecto, se cumple (9) con E, de rango

completo y por otra parte se tiene segiin sabemos por teoria
Si-ET =0
es decir, fraccionando E en dos matrices E, y E} con el criterio establecido

a

M11 M12 ET 0
: = (15)
My Mo Ef 0

de donde eliminando E, analogamente a como antes se hizo
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My - ET + My -ET =0 (16)

My - ET + My -EF =0 (17)

Eg = _Mﬁl - Mo - EbT (18)
y en (17)
—Myy - Myj' - Myg - EF + My, - EF =0
por tanto
(MQQ — My, - Mﬂl ) M12) ) EbT =0 (19)

que define a la matriz entre paréntesis como matriz singular, con Ej constituyendo
una base en su espacio nulo, que tendra la dimension del rango de FEj, que
evidentemente es d;. Es exactamente la misma consideracién que puede hacerse

con las matrices S; y E.
Sl'IQZA{'Pl'Kl

es decir

T

My My Tq L,
: = (20)
My My Ty Ly

1

y multiplicando a ambos miembros por una misma matriz se tendra :

T
I 0 M11 M12 Lq
— My - M7 1 M>y Moo N
I 0 L
= ’ (21)
—M21 . Ml_ll I Lb
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My Mo Tq

—Myy - M7' - Myy + Moy Moy — My - Myt Mo Tp

Lq

Ly — My - M* - L,

M, Mo Ta |
0 Moy — My - Mt Mo Tp
L
= ’ (22)

Ly — My - Mj' - L,

y operando

Mll'xa+M12'xb:La

(May — My - Mﬁl - Myg)t) -y = Ly — Moy - Mﬁl - L,

que justifica la solucion solucion seudoinversa especifica de la zona de distinta

significacion B :
xp = (May — Moy - M3 - Mio) T+ (Ly — Moy - My - L) (23)

que bien puede ser la zona de los vértices fijos, o del grupo de correcciones a

coordenadas "b", de médulo b minimo y matrices cofactor y varianza covarianza:

Qupzy, = (Moo — Moy - Mﬂl - Myo)t = SI:L (24)

Onyay = o8« (Myg — My - Mﬁl - M)t =0aj - Szj (25)
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resolviendo el problema de disefio de orden cero (PDO0) con correccién particular

nula en su caso més general.

Es claro que el sistema (20), consistente, compatible e indeterminado, tiene por
solucion como sabemos la formada por un vector fijo xor en el espacio fila de S1 y
otro arbitrario zoy en el espacio nulo. Una de estas soluciones, que identificamos
como Ty, es la que obtenemos aplicando el algoritmo general de resolucién por
matrices inversas generalizadas reciprocas. La transformacion (21) simplemente da
lugar a otra solucion de (20) que permite eliminar en (22) la fraccion de la misma
X4, y aplicar a la z;, restante y de significacion especial el criterio de minimizacién

por matriz seudoinversa.

La solucion del conjunto de la red se completa con
Ty = Mﬁl . (La — M12 . xb) (26)

pues M es de rango completo

y del mismo modo que antes

Qxa:ra = Ml_ll (27>

Uxaxa = 0.8 ’ Mﬂl (28)

correspondiente al grupo de correcciones a coordenadas “a”, integrante de la zona A
de vértices a determinar, que ultima el calculo del ajuste. Su correccién particular

por PDO0 sera también nula.

Asi, el vector z, se obtiene de forma univoca mediante una matriz inversa de
Cayley, pudiendo aplicarse posteriormente cualquier doctrina de interpretacion
de resultados, incluyendo el Anélisis Multivariante, y el x;, mediante una matriz
seudoinversa, de vector correccidon minima norma euclidea, En ambos casos segtin

se deseaba y entiende como mas acorde a la realidad fisica.

La aplicacion a la red que venimos estudiando es como sigue.
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Empecemos con la subred 1 de correcciones dx.

Siendo las matrices M, que proceden de S, segiin expresion (4)

My, M
SleinyAl: 11 12
My Mao

las que siguen??

4,03325916  —1, 264599074
My =

—1,264599074  2,574867694

—2,191974626 —0, 576685460
Mz =

—0,4304494  —0,87981922

( |
( |
( |

—0,57668546 —0,87981922

4,621174057 —1,998750031
—1,998750031 3,4552547110

y segin

AT . P K =
Ly,

obtenemos:

0,000421531025219
0,000819739360853

0,000044262200681
—0,001285532586753

22Es imprescindible que tomemos, como minimo, los 10 primeros decimales de cada uno de los
elementos de las matrices M para que el resultado xy, x, sea correcto.
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Y aplicando

xp = (Mg — Moy - Myy' - Mio)™ - (Ly — Moy - My;' L)

calculamos las variables de la zona B:

Tp
drys | 0,0133-107° m
d{['v4 —0, 1333 - 1073 m

EF = 23+ x4 = dvys + dvyy = 0,1333 - 1073 + (=0, 1333 - 1073) = 0,
solucién pseudoinversa

y las variables de la zona A con:

Lq = Mﬂl . (La - M12 : i[fb)

Tq
dxyvy | 0,2960 - 1072 m
dxye | 0,4405- 1073 m

la solucion debe ser coincidente con la solucion pseudoinversa reciproca del epigrafe

2.3, y asi es.

Y también podemos comprobar que

x, — = es el vector traslacion dt aplicada a cada variable del ajuste.
En cuanto a los resultados de la subred 2, son los que siguen.

Siendo las matrices M, que proceden de S, segiin expresion (4)

My M
SlelT'Pl‘Alz 11 12
My Moy

obtenemos:
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2, 241258835
—1, 264599074

—0,976659761
—7,213183968

0

10, 18859376

—1, 264599074
2,574867694

0
—6, 535025644

—7,213183968
—6, 535025644

—1,998750031

—0,976659761
My =

—1,998750031 8,5337756749

y segln

AT . P K, =
Ly

obtenemos:

—0,003072639
L, =

0,00819504199

0,0050838213
Ly, =
—0, 01020622387

Y aplicando
xp = (Mg — Moy - Myj' - Mys)™ - (Ly — Moy - My;'L,)

calculamos las variables de la zona B:

Lp
dyys | 0,65378-107° m
dyys | —0,65378 - 1072 m
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EF = x3+ x4 = dyys + dyys = 0,65378 - 1073 + (=0, 65378 - 1073) = 0,
solucién pseudoinversa

y las variables de la zona A con:

T, = Mﬂl . (La — Mlg : :Cb)

x(l
dyy1 | —0,7994 - 1073 m
dyys | 0,50807 - 1073 m

la solucion x,, z, obtenida también es coincidente con la solucion del epigrafe 2.3.

2.4.1. CUESTIONES SOBRE METODOLOGIA Y RESULTADOS

El procedimiento descrito en realidad se basa en un artificio matemaético que
permite separar las zonas A y B y resolverlas mediante algoritmos distintos, con
hipétesis a priori acordes con la realidad fisica. Parece suponer un avance sensible

sobre la doctrina que podemos llamar clasica.

Las correcciones calculadas por ambos métodos coinciden a la centésima de

milimetro.
Ahora se trata de interpretar los resultados lo méas fielmente posible.
Son hipétesis de partida basicos en el ajuste de una red ligada que

1- Los vértices de apoyo, V3 y V4 en nuestro caso, coordenadas denominadas como

grupo (b) en los calculos, son realmente fijos.

2- El origen de coordenadas O del levantamiento (Datum) es también fijo,
pudiéndose comprobar su situaciéon univoca por replanteo desde V3 y V4

ajustados.

Pero no es nunca exactamente asi. En nuestro caso, la solucion inversa generalizada
arroja una correccion minima para las coordenadas de V3 y V4 ajustados que se

cifra en:
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dxys 0,1333 mm
dyys | 0,65378 mm
dryy | —0,1333 mm
dyys | —0,65378 mm

siendo iguales y opuestas por pertenecer a los espacios fila FF =23+ 24 =0 y

EFEy3+y4:0

En cuanto al origen, la correccion por PD0, Datum o Problema de diseno de Orden

Cero es

dtlx = 0,1841 mm

dt2y = —0,0728 mm

Tampoco es fijo.

Parece ilusorio buscar una precision mayor que:

AX = (0,1333% +0,1333% + 0, 18412)2 2 0, 26 mm
en abscisas

AY = (0,65382 + 0, 65382 + 0,0728%)z 2 0,92 mm
en ordenadas

A= (AX2+ AY?)z = (0,262 +0,922)2 = 0,96 mm
Asi, se establece el concepto y cifrado de la sensibilidad de la red en

Sensibilidad de la red s> 1 mm.

implicando que las cifras y decimales submilimétricos no seran representativos.
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2.4.2. ANALISIS MULTIVARIANTE DE LA RED CLASICA LIBRE

POR ZONAS DE DISTINTA SIGNIFICACION

Con el fin de obtener los recintos de error y la fiabilidad simultanea de los vértices
en estudio, de la red libre resuelta por inversa generalizada reciproca con zonas de
distinta significaciéon, dedicamos los primeros apartados de este epigrafe a calcular

la matriz varianza covarianza a posteriori y sus autovalores y autovectores.

2.4.2.1. VARIANZA A PRIORI DEL OBSERVABLE DE PESO UNIDAD

El estimador de la varianza a priori de la subred 1 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas X es:

0% =2,5827-1077

o =4,0927-107* = 0,00041 m

El estimador de la varianza a priori de la subred 2 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas Y es:

0% =8,1904 - 1077

o =0,0009 m

2.4.2.2. VARIANZA A POSTERIORI DEL OBSERVABLE DE PESO UNIDAD

Siendo las matrices de disefio A, P y el vector K , obtenidos en los epigrafes 2.1.4 y
2.1.5 de esta publicacion, y conocido el vector de variables z, epigrafe 2.4, podemos

calcular los residuos de cada una de las subredes con la expresion:
Residuos=R=A -z — K

Residuos de las subredes 1 y 2:
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Residuos 1 [metros| | Residuos 2 [metros|
0,0013 20,0003
0,0004 -0,0012
-0,0003 0,000022
0,0003 0,0027
-0,0004 0,0011
0,0002 0,0004
-0,0011 0,0006
20,0005 0,0005
20,002 0,0013
0,0004 -0,0012
0,0002

Recordamos que la subred 2 tiene un observable menos.

La expresion de la varianza??® sera:

0_27R?‘P1~R11+D(RT~P~R) o R{~P1'R11 o R1T~P1'R11
0— mi+ma—n mi+mo—n  114+1—4

siendo
D(RT -P-R)=0

Resultando que:
el estimador de la varianza a posteriori de la subred 1, que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas X, es:

2  RT-PI-Rin _7
0= =g — L 710

y la desviacion tipica

o =4,1231-10"* = 0,00041 m, que es el mismo valor que a priori, lo que garantiza

que el test F-Snedecor tenga alta fiabilidad.

M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales” Opus cit., pg. 152, expresion (615).
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el estimador de la varianza a posteriori de la subred 2, que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas Y, es.

o_ RT-PLRiy 106
op= TP 86810

y la desviacion tipica

o = 0,0014 m, se aproxima al valor de la desviacion tipica a priori, es un buen

estimador.

Y se podria haber escrito lo que antecede directamente, segin se comprueba

aplicando la conocida expresion general:

o2=BZPR__ 1 7.1077 en la subred 1

T mi+mao—n

o2 PR 1 868.1076, en la subred 2

0™ mi+ma—n

Asi, el resultado de las varianzas a posteriori es el mismo. Es evidente por tratarse
de la misma red y la misma solucion, con la tnica diferencia de utilizacion de un

artificio matematico que separa las variables.

2.4.2.3. MATRIZ COFACTOR DE LOS VERTICES DE LA ZONA “a”

Conocidas las matrices M de la subred 1 y de la subred 2: My, Mys, My y Moo
calculadas en el epigrafe 2.4 podemos obtener las matrices cofactor de los vértices

de la zona “a” a partir de la conocida expresion:

-1
Qxa$a = Mll

. 0,2931 0,1439
Qroza = M7 = , matriz cofactor de la subred 1

0,1439 0,4591

. 0,4684 0,0395 .
Quoy. = M7y = , matriz cofactor de la subred 2

0,0395 0,0699
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2.4.2.4. MATRIZ VARIANZA COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA

[175%4

a

En la subred 1 la matriz varianza covarianza es:

0,4922 0,2417
Ogx = Ug : Qxama = . 10_7 TTL2

0,2417 0,7709

En la subred 2 la matriz varianza covarianza es:

) 0,8750 0,0737 6
Oyy = 05 * Quave = -107%m

0,0737 0,1306

2.4.2.5. SEMILADOS DE LOS RECTANGULOS DE ERROR A PARTIR DE LAS

MATRICES VARIANZA COVARIANZA DE LA ZONA ‘“a”

Con el fin de conocer la probabilidad de que el vértice V'1 compensado se encuentre
dentro de su recinto de error y, a su vez el V2 se encuentre dentro del suyo
simultidneamente®* es necesario conocer el hiperparalelepipedo como hipervolumen
de error, en posicién no canoénica, constituido por los ejes o1, Ogp2, Tyo1 ¥
Oy, en el sistema de referencia que situamos plano a plano y por parejas de
ejes de coordenadas en el plano del levantamiento?®. En nuestro ajuste serd un
hipervolumen de error de 4 dimensiones porque tenemos 4 variables libres, que
recordamos son las correcciones: dryy, dyy1, drys, dyys, pertenecientes a la zona

que hemos llamado “a”.

A partir de la matriz varianza covarianza de las variables o,, y oy, se sigue:

To1 = 1/0,4922 - 107 = 2,2186 - 10~ m

Owve = 1/0,7709 - 10-7 = 2, 7765 - 10~ m

2 Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Opus cit. Epigrafe 2.7.1.

25Recordamos que el hiperparalelepipedo no tiene realidad fisica. Pero sus secciones por los

(Y]

planos coordenados de su espacio “x”, si.
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oyo1= 1/0,8750 - 1076 = 9,3541 - 10~* m

o= 1/0,1306 - 10-6 = 3,6139 - 10~* m

Que constituyen los semilados de los rectangulos de error canénicos deducidos a

partir de las elipses no canénicas.

2.4.2.6. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES DE LA MATRIZ VARIANZA

COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA “a”

Los autovectores y autovalores de las matrices varianza covarianza o,, y o, se

encuentran en cuadros sucesivos 26:

-0,8659 | 0,5002
0,5002 | 0,8659

Cuadro 2.16: Matriz de autovectores I'l de la matriz varianza covarianza de las
variables o,, de la subred 1

0,0976 | -0,9952
-0,9952 | 0,0976

Cuadro 2.17: Matriz de autovectores I'2 de la matriz varianza covarianza de las
variables o, de la subred 2

Uo2g1= 0,3525 - 1077 0
0 fo2gee = 0,9106 - 1077

Cuadro 2.18: Matriz V1 = o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza o,
de la subred 1

[2y1 = 0,8823 - 1070 0
0 fo2y2 = 0,1234 1076

Cuadro 2.19: Matriz V2 = o, de autovalores de la matriz varianza covarianza oy,
de la subred 2

26Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Opus cit. Epigrafe 2.7.1.
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2.4.2.7. SEMIEJES DE LAS FIGURAS DE ERROR A PARTIR DE LOS

AUTOVALORES

Aplicar una rotacion a los semiejes no candnicos (obtenidos a partir de 0., y 0y,

como hemos visto) hasta su posicion canénica?’ segiin la expresion:
Oy =IT 0, - T

siendo
I' = matriz de autovectores columna de o,, y 0y

0., = V = matriz diagonal de autovalores de 0., y o,

nos permite conocer los semiejes del hiperelipsoide de error inscrito en el
hiperparalelepipedo en el sistema canénico o,,. Asi, a partir de las matrices V

de autovalores obtenemos:

Oprol = Uyg = /0,3525-10-7 = 1,8775- 107" m

Oz = byy = 1/0,9106 - 10-7 = 3,0176 - 10~* m

Oy1= 1 = 1/0,8823-1076 =9,3931 - 107t m

Oy2= by = 1/0,1234 - 10-6 = 3,5128 - 10~* m

Si comparamos estos semiejes con los semilados del epigrafe 2.4.2.5, la diferencia

entre la posiciéon canoénica con la no canénica, es de 1 y 2 décimas de milimetro.

Es la posicion canénica la que nos permite calcular la fiabilidad conjunta con
varios vértices libres, pero en el caso presente, para estudiar los recintos de error
es aconsejable estudiar la matriz de autovectores conjunta I' de 0,4, y 0y, cfr.

cuadro 2.20,

20fr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Opus cit. Epigrafe 2.7.1.
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20,8659 | 0,5002 | 0 0
0,5002 | 0,8659 | 0 0
0 0 | 0,0976 | -0,9952
0 0 |-0,9952 | 0,0976

Cuadro 2.20: Matriz de autovectores I' de la matriz varianza covarianza total de
las variables

donde comprobamos que dos autovectores con todos sus componentes nulos menos
dos indica que sus autovalores correspondientes estdn sobre un mismo hiperplano
coordenado, también los semiejes del hiperelipsoide que correspondan, y por
lo tanto, la elipse que definen. Comprobamos que la rotacion de los ejes del
hipervolumen de error hasta su posicién candnica mantiene las figuras de error
dentro del plano del levantamiento, y no las proyecta fuera de él. En este caso es
inmediato deducir una figura de error, en general no canoénica y con realidad fisica
(en concreto el rectangulo) asociada a cada punto de la zona “a”. Es licito girar
elipses y rectangulos hasta posicion canénica y aplicar analisis multivariante con

variables separadas.

2.4.2.8. RECINTOS DE ERROR Y FIABILIDADES COMPUESTAS

El analisis multivariante se puede aplicar directamente, sin transformacion alguna
a los parametros de error no can6nicos porque sus dimensiones son muy proximas
a las de los pardmetros canonicos. Lo importante es que la relaciéon entre ejes
canonicos y mal llamados no canénicos (en realidad, desviaciones tipicas, segiin
teoria) es aceptable, resultando proxima a 1 en todos los casos (cfr. (3) en el cuadro
2.21). Por otra parte, todas las figuras de error resultantes son bidimensionales, y

pueden situarse sobre el plano del levantamiento.

Recordamos?® que para evitar que el area/volumen de la podaria/hiperpodaria

2 Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Opus cit. Epigrafe 1.3.3.2.
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supere al del rectangulo/hiperparalelepipedo y siendo las longitudes de los semiejes
arbitrarios a y b de elipse/hiperelipsoide:

a=0b-tg71,259 =b-2,06
a=1>b-1tg28,759 =0-0,48

debera cumplirse

0,48 = tg 28,759 < & < tg 71,259 = 2,06

a

con 6ptimo en ¢ = 1 = tg 509, caso circulo = elipse.

La relacion entre los semilados a = x; = ox,; ¥y b = y; = oy, (cfr. (4) en el cuadro
2.21) del recinto rectangular de error de cada vértice se cumple, con la excepcion
del semilado del semieje x1, lo sustituimos por el valor del semilado y; dividido

por 2, lo que equivale a ampliar el recinto de error, resultando:
9311075 — 4 6771104 m

Multiplicamos por dos cada semilado (cfr. (5) en el cuadro 2.21) para obtener
el lado del rectangulo de error. Siendo la relaciéon entre ejes candnicos y lados
proxima a 1, preferimos elegir los lados porque siempre estan sobre el plano del
levantamiento, con evidente realidad fisica (aunque, en este caso los no canénicos

también estén en el plano del levantamiento).

A partir de la expresion?’:
PRKJzn =2". [(N<Oa 1)(1)(}71

calculamos el porcentaje de fiabilidad multivariante P,rx,. de los dos vértices

libres de la red.

En nuestro caso n = 4 , tenemos 4 variables:

OTy1; OYuly, OLp2 Y OYu2

29Conocida por la teoria expuesta en M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y
su interpretacion en el ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada
por incrementos de coordenadas”. Opus cit. Epigrafe 1.2.2, ecuacion (89).
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La probabilidad asociada a los rectangulos de error de los vértices V1 y V2, para

n =4y con un coeficiente de homotecia K = 3 es:
Prrown = 2™ - [(N(O, 1)5(}71: (2-0,4987)* = 0,9974* = 0, 9896 = 98,96 %

98,96 % es la probabilidad simultanea de que los vértices V1 y V2 se encuentren
en sus rectangulos de error, cuyos centros son las coordenadas compensadas de sus

vértices respectivos tras el ajuste de las subredes, (cfr. (6) en el cuadro 2.21).

Es evidente que la seleccion de los elementos de cruce de las ¢ filas y ¢ columnas
elegidas en la matriz varianza covarianza cuadrada de orden n inicial 0,, y 0y,
modifica la superficie de error de los vértices de que se trate, debido a la influencia
de otros vértices. Al estudiar la probabilidad de ubicacién del vértice V'1 en solitario
en su recinto de error es diferente a la de ese mismo vértice considerando los vértices

V1 y V2 simultdneamente, resultando que:
K q
Paico., =20 [(N(0,1)F]
siendo n = 2 y con un coeficiente de homotecia K = 3

Prio., =0,9974* = 0,9948 = 99,48 %  (cfr. (7) en el cuadro 2.21).

Con la pretension de comparar los recintos de error canénicos y no canonicos de

los vértices V1 y V2, hacemos los calculos que siguen.

Unimos las dos matrices varianza covarianza o, obtenidas a partir de los ajustes

independientes de las subredes, tenemos:

02,1 = 0,4922 1077 | oupropee = 0,2417 - 1077 0 0

Ozvl10zv2 = 07 2417 - ]_077

02,2 =0,7709 - 1077 0 0

0

0

0201 =0,8750 - 106

Oyv10Yu2 =0,0737 - 10-6

0

0

Oyvl1O0yv2 :0, 0737 - 10_6

0242 =0,1306 - 106

Cuadro 2.22: Matriz varianza covarianza total de las variables o,
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Y la matriz de los autovalores o, de la matriz varianza covarianza total o, sera:

Lio2pro1=0,3525 - 10~7 m 0 0 0
0 Lio2zrw2 = 0,9106 - 1077 m 0 0
0 0 fiozym1=0,8823 1076 m 0
0 0 0 Jo2yva=0,1234-.10"6 m

Cuadro 2.23: Matriz o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza o,

Siguiendo la figura 2.3, la elipse no canoénica esta inscrita en un rectadngulo de lados

2-0,y 2-0y,y laelipse canonica inscrita en un rectangulo de lados 2-a = 2 fi52,7,;

y 2b: 2',&02y/m.

Oy

.

O

v

Figura 2.3: Elipse canoénica y elipse no canoénica, en trazo fino y grueso

respectivamente

En nuestro caso tenemos dos elipses no canénicas, para los vértices V1 y V2, y sus

rectangulos son:
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- Rectangulo circunscrito a elipse no canoénica Ry de lados:

livi=2 0z, =2-4,6771-107* = 19,3541 - 10" m

lo_yvi =20y, =2-9,3541-10"* m = 0,001870 m
- Rectangulo circunscrito a elipse no canénica Ry, de lados:

li vo =2 0Ty =2-2,7765-10""m = 5,5530 - 10~* m

lo vo =2 0yu=2-3,6139-10""m =7,2278 - 10~*m

Y también dos elipses canénicas, para los vértices V1 y V2, y sus rectangulos son:

- Rectangulo circunscrito a elipse canénica R’y de lados:
Uiy =2-a=2" flp2pp; =2-4,6771-107* = 19,3541 -10~*m
(siendo 4,6771 - 10~ el semilado corregido, segiin paginas anteriores)
Uoovi=2b=2"piy2y, =2-9,3931-10"* = 0,001879 m
- Rectangulo circunscrito a elipse canénica R'yo de lados:

l'iveo=2-a=2- o2z = 2+ 3,0176 - 1™%4m = 6,0352 - 1074 m

Vogya =20 =2 fiyryn = 23,5128 - 1074 m = 7,0256 - 10~4 m

Si comparamos ambos rectangulos de error (con elipses canonicas y no canonicas)
podemos ver que las diferencias son muy pequenas. Y aplicando analisis
multivariante, las fiabilidades asociadas a los lados del rectangulo Ry, del vértice
libre V1, y del rectangulo Ry, del vértice libre V2, secciones del hiperpa-

ralelepipedo circunscrito al hiperelipsoide canénico de error, son:
-siendo K =3, n =4 —
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— Pricosn = 24 [(N(0,1)3]*= (2 0,4987)* = 0,9974* = 98,96 %

Ui vi =2 /oo - K = 10,0028 m

ly_vi =2 \J/lo2yer- K = 0,0056 m

U va=2 /o2 - K =0,0018 m

Uy vy =2 \/lo2yee - K=0,0021m

Que podemos comparar con lados de los rectangulos secciones del hiperpa-

ralelepipedo circunscrito al hiperelipsoide no canénico de error, con la misma

fiabilidad, calculados en la tabla 2.21:

-siendo K =3, n =4

— Pricomn = 2 - [(N(0,1)3]*= (2 - 0,4987)* = 0,9974* = 98,96 %
li_y1 =0,0028 m

lo_v1 = 0,0051m
ZI—V4 = O, 0017 m
lg_v4 :0, 0022 m

2.4.3. ERROR O PERTURBACION db

Este epigrafe lo dedicamos a calcular el error db, en primer lugar de la subred 1,
de las variables x, de la red de incrementos de coordenadas resuelta por el método
de zonas de distinta significacion.

Siguiendo la teoria sobre el célculo del porcentaje de error, la expresion final de

. . db . .
como afecta el error relatwo”HT”” al error relativo del vector de correcciones

[[dz]]
[l

es!:

-

o2 2
Tr(AT.-P-diag (F?)-P-A)]

1
Hd$|l < k ”db” — k/: [TTB}Z — Mmdzimo .

[l 161l ol pminimo o1l

siendo la matriz A las dos primeras columnas la matriz de diseno Al de la subred

1:
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R
1 -1
0 -1
0 0
1 0
A=1] -1 o0
0 -1
-1 1
0 1
0 0
L -1 0 .
El vector K es:
[ —0,00098962 ]
—0,00054665
—0,00026417
—0,00060024

0, 000508752
K = —0,0006

0,000823143
0,000653339
0,000732853
—0,00010963

—0,000311248
La matriz S es:

4,03325916 —1,264599074
S =M=

—1,264599074  2,574867694
Wmazimo —autovalor maximo de la matriz S

Wminimo =autovalor minimo de la matriz S

k = Lmdeimo — 9 583(), ntimero de condicion

Hminimo

b=A-P-K
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0,4215
0,8197

1073

6]l = 9,2177 - 107*, norma de b

0,2033 0 0 0 0
0 0,6288 0 0 0

0 0 0,4182 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0,7

P=Po,, = 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

. 0 0 0 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0,2272 0
0 0, 6358
0 0
0 0
0 0

o o o o o o o o

0,4616
0
0

o o o o o o o o©

0
0, 9988
0

o ©o o o o o o o o

0

1,4203 |

Los valores de la diagonal de la matriz diag (7\[—’2) (cfr. figura 2.3), provienen de las

valores de las varianzas proporcionales vp = o

i

Siendo N; = m; =namero de observaciones con el que se han calculado los 11

incrementos de coordenadas del sistema de formas lineales.

Resultando que:

[l

ld=ll — o 77 = 77 %.

Siendo la matriz A las dos primeras columnas la matriz de disefio A2 de la subred

2, de las variables y:




AE

.0

) bp1p TeuOSeIp ZUIYRTN (g RINSI

RS

[ 0171 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |

0 10T - €6°9 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 e 0T €F 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 6_0T L7 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 o 0T GL'R 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 e 0L FF°€ 0 0 0 0 0 = ()60 = (X )6vrp
0 0 0 0 0 0 o 01" L6°T 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0r_0T - OF ‘T 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 e 0T GLF 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0101 2€°€ 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 e 0T LL6
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El vector K es:

La matriz S es:

—1, 264599074

2,241258835

0,0002037
—0,0001498
—0,001184
—0,004022
—0,0025167
—0,0002150
0, 0006942
0, 0006396
0,000732853
0,00002347
0,002686453

Mmazimo =autovalor méximo de la matriz S

Iminimo =autovalor minimo de la matriz S

o o o o o o o o o

—1,264599074
15, 012808686

k = Bmdzimo — 7 1493, ntimero de condicion

Hminimo

=

o o o o o o o

=

b=A-P-K

—0,0024
0,0086

0 0
0 0
0 0
0 0
7716 0
0 0,5767
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

76

= 0,0090, norma de b

o O o o o o o o

0, 4616
0

o O o o o o o o

o

0,9988
0

o o o o o o o o o

1,4203 |



[ 1,37-10"8 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1,0-1077 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1,73-1078 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 6,3-10"8 0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 1,23-1077 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 2,41.10"8 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 9,91-10~% 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2,17-107% 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 6,31-10"3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1,35-107 |

Resultando que:

ld=ll — (), 83 = 83 %.

lll

2.4.4. COORDENADAS COMPENSADAS

Las coordenadas compensadas referidas al datum (dt) mas probable serén las
debidas a la correcciones obtenidas por solucion inversa generalizada reciproca

y son las del cuadro 2.24.

2.4.5. MATRICES DE CRITERIO A POSTERIORI

2.4.5.1. MATRICES DE CRITERIO DE LA SUBRED 1 DE LAS VARIABLES

DE LOS VERTICES LA ZONA “a”

- Matriz cofactor de las variables o parametros

. 0,2931 0,1439
Qxaxa = Ml]. =
0,1439 0,4591

- Matriz cofactor de los residuos

QRRzpl_l—Al'Mﬁl'AlT
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Matriz cofactor de los RESIDUOS

4.4599 0.3151 0.4591 0 -0.1439 0.1439 0.4591 -0.3151 -0.4591 0 0.1439
0.3151 1.1261 -0.3151 0 -0.1491 0.1491 -0.3151 0.4643 0.3151 0 0.1491
0.4591 -0.3151 1.9321 0 0.1439 -0.1439 -0.4591 0.3151 0.4591 0 -0.1439
0001.00000000000

-0.1439 -0.1491 0.1439 0 1.0029 0.2931 0.1439 0.1491 -0.1439 0 0.2931
0.1439 0.1491 -0.1439 0 0.2931 1.4410 -0.1439 -0.1491 0.1439 0 -0.2931
0.4591 -0.3151 -0.4591 0 0.1439 -0.1439 3.9433 0.3151 0.4591 0 -0.1439
-0.3151 0.4643 0.3151 0 0.1491 -0.1491 0.3151 1.1085 -0.3151 0 -0.1491
-0.4591 0.3151 0.4591 0 -0.1439 0.1439 0.4591 -0.3151 1.7072 0 0.1439
0000000001.00130

0.1439 0.1491 -0.1439 0 0.2931 -0.2931 -0.1439 -0.1491 0.1439 0 0.4110

Siendo ahora Al las dos primeras columnas de la matriz del cuadro 2.4, del epigrafe

2.1.4:

01
1 -1
0] -1
0] 0
110
-1 0
0] -1
-1 1
0] 1
0] 0
-1 0

- Matriz cofactor de los observables corregidos

Qcc = P17 — Qrr
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Matriz cofactor de los observables corregidos

0.4591 -0.3151 -0.4591 0 0.1439 -0.1439 -0.4591 0.3151 0.4591 0 -0.1439 -0.3151 0.4643 0.3151 0 0.1491 -0.1491

0.3151 -0.4643 -0.3151 0 -0.1491 -0.4591 0.3151 0.4591 0 -0.1439 0.1439 0.4591 -0.3151 -0.4591 0 0.1439 00 0 0

0000000 0.1439 0.1491 -0.1439 0 0.2931 -0.2931 -0.1439 -0.1491 0.1439 0 -0.2931 -0.1439 -0.1491 0.1439 0

-0.2931 0.2931 0.1439 0.1491 -0.1439 0 0.2931 -0.4591 0.3151 0.4591 0 -0.1439 0.1439 0.4591 -0.3151 -0.4591 0

0.1439 0.3151 -0.4643 -0.3151 0 -0.1491 0.1491 -0.3151 0.4643 0.3151 0 0.1491 0.4591 -0.3151 -0.4591 0 0.1439

-0.1439 -0.4591 0.3151 0.4591 0-0.1439000000000 0 0-0.1439 -0.1491 0.1439 0 -0.2931 0.2931 0.1439 0.1491

-0.1439 0 0.2931

- Matriz varianza covarianza de las variables o parametros

0,4922 0,2417
Oge = Gg : Qxaa:a = -1077
0,2417 0,7709

- Matriz varianza covarianza a posteriori de los residuos

Oxx = 0(2) : QRR

Matriz varianza covarianza a posteriori de los residuos
1076-[0.7570 0.0535 0.0779 0 -0.0244 0.0244 0.0779 -0.0535 -0.0779 0 0.0244
0.0535 0.1911 -0.0535 0 -0.0253 0.0253 -0.0535 0.0788 0.0535 0 0.0253
0.0779 -0.0535 0.3280 0 0.0244 -0.0244 -0.0779 0.0535 0.0779 0 -0.0244
0000.16970000000

-0.0244 -0.0253 0.0244 0 0.1702 0.0497 0.0244 0.0253 -0.0244 0 0.0497
0.0244 0.0253 -0.0244 0 0.0497 0.2446 -0.0244 -0.0253 0.0244 0 -0.0497
0.0779 -0.0535 -0.0779 0 0.0244 -0.0244 0.6693 0.0535 0.0779 0 -0.0244
-0.0535 0.0788 0.0535 0 0.0253 -0.0253 0.0535 0.1882 -0.0535 0 -0.0253
-0.0779 0.0535 0.0779 0 -0.0244 0.0244 0.0779 -0.0535 0.2898 0 0.0244
0000000000.1700 0

0.0244 0.0253 -0.0244 0 0.0497 -0.0497 -0.0244 -0.0253 0.0244 0 0.0698|

- Matriz varianza covarianza a posteriori de los observables corregidos

Oce = 0-8 : Qcc
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Matriz varianza covarianza a posteriori de los observables corregidos
10_7-[0.7792 -0.5349 -0.7792 0 0.2443 -0.2443 -0.7792 0.5349 0.7792 0 -0.2443
-0.5349 0.7880 0.5349 0 0.2531 -0.2531 0.5349 -0.7880 -0.5349 0 -0.2531

-0.7792 0.5349 0.7792 0 -0.2443 0.2443 0.7792 -0.5349 -0.7792 0 0.2443
00000000000 0.2443 0.2531 -0.2443 0 0.4975 -0.4975 -0.2443

-0.2531 0.2443 0 -0.4975 -0.2443 -0.2531 0.2443 0 -0.4975 0.4975 0.2443

0.2531 -0.2443 0 0.4975 -0.7792 0.5349 0.7792 0 -0.2443 0.2443 0.7792

-0.5349 -0.7792 0 0.2443 0.5349 -0.7880 -0.5349 0 -0.2531 0.2531

-0.5349 0.7880 0.5349 0 0.2531 0.7792 -0.5349 -0.7792 0 0.2443

-0.2443 -0.7792 0.5349 0.7792 0 -0.244300000000000

-0.2443 -0.2531 0.2443 0 -0.4975 0.4975 0.2443 0.2531 -0.2443 0 0.4975]

2.4.5.2. MATRICES DE CRITERIO DE LA SUBRED 2 DE LAS VARIABLES

DE LOS VERTICES LA ZONA “a”

- Matriz cofactor de las variables o parametros

0 v 0,4684 0,0395
YaYa — 11 —

0,0395 0,0699

- Matriz cofactor de los residuos

QRRzpl_l—Al'Mﬁl'AlT

Matriz cofactor de los RESIDUOS

0.1477 0.0305 0.0699 0 -0.0395 0.0699 -0.0305 -0.0699 0 0.039

5 0.0305 1.1309 -0.0305 0 -0.4290 -0.0305 0.4595 0.0305 0 0.4290
0.0699 -0.0305 0.2049 0 0.0395 -0.0699 0.0305 0.0699 0 -0.0395
0001.0000000000

-0.0395 -0.4290 0.0395 0 1.4888 0.0395 0.4290 -0.03950 0.4684
0.0699 -0.0305 -0.0699 0 0.0395 0.3120 0.0305 0.0699 0 -0.0395
-0.0305 0.4595 0.0305 0 0.4290 0.0305 1.1133 -0.0305 0 -0.4290
-0.0699 0.0305 0.0699 0 -0.0395 0.0699 -0.0305 0.2753 0 0.0395
00000000 1.0013

0 0.0395 0.4290 -0.0395 0 0.4684 -0.0395 -0.4290 0.0395 0 1.6787
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Siendo ahora Al las dos primeras columnas de la matriz del cuadro 2.5, del epigrafe

2.1.4:

0] 1
1] -1
0] -1
010
110
0] -1
1)1
0] 1
010
-1 0

- Matriz cofactor de los observables corregidos

Qcc = P17 — Qrr

Matriz cofactor de los observables corregidos

0.0699 -0.0305 -0.0699 0 0.0395 -0.0699 0.0305 0.0699 0 -0.0395
-0.0305 0.4595 0.0305 0 0.4290 0.0305 -0.4595 -0.0305 0 -0.4290
-0.0699 0.0305 0.0699 0 -0.0395 0.0699 -0.0305 -0.0699 0 0.039
50000000000

0.0395 0.4290 -0.0395 0 0.4684 -0.0395 -0.4290 0.0395 0 -0.4684
-0.0699 0.0305 0.0699 0 -0.0395 0.0699 -0.0305 -0.0699 0 0.0395
0.0305 -0.4595 -0.0305 0 -0.4290 -0.0305 0.4595 0.0305 0 0.4290
0.0699 -0.0305 -0.0699 0 0.0395 -0.0699 0.0305 0.0699 0 -0.0395
0000000000

-0.0395 -0.4290 0.0395 0 -0.4684 0.0395 0.4290 -0.0395 0 0.4684

- Matriz varianza covarianza de las variables o parametros

) 0,8750 0,0737 6
Oyy = 0¢ ° anya = 107

0,0737 0,1306
- Matriz varianza covarianza a posteriori de los residuos
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Ogy = 0(2) : QRR

Matriz varianza covarianza a posteriori de los residuos
10’5-[0.0276 0.0057 0.0131 0 -0.0074 0.0131 -0.0057 -0.01310 0.0074
0.0057 0.2113 -0.0057 0 -0.0801 -0.0057 0.0858 0.0057 0 0.0801

0.0131 -0.0057 0.0383 0 0.0074 -0.0131 0.0057 0.0131 0 -0.0074
0000.1868000000

-0.0074 -0.0801 0.0074 0 0.2781 0.0074 0.0801 -0.0074 0 0.0875

0.0131 -0.0057 -0.0131 0 0.0074 0.0583 0.0057 0.0131 0 -0.0074

-0.0057 0.0858 0.0057 0 0.0801 0.0057 0.2080 -0.0057 0 -0.0801

-0.0131 0.0057 0.0131 0 -0.0074 0.0131 -0.0057 0.0514 0 0.0074
000000000.1870 0

0.0074 0.0801 -0.0074 0 0.0875 -0.0074 -0.0801 0.0074 0 0.3136 |

- Matriz varianza covarianza a posteriori de los observables corregidos

Occ = US : Qcc

Matriz varianza covarianza a posteriori de los observables corregidos
1076.[0.1306 -0.0569 -0.1306 0 0.0737 -0.1306 0.0569 0.1306 0 -0.0737

-0.0569 0.8583 0.0569 0 0.8013 0.0569 -0.8583 -0.0569 0 -0.8013

-0.1306 0.0569 0.1306 0 -0.0737 0.1306 -0.0569 -0.1306 0 0.0737
0000000000

0.0737 0.8013 -0.0737 0 0.8750 -0.0737 -0.8013 0.0737 0 -0.8750

-0.1306 0.0569 0.1306 0 -0.0737 0.1306 -0.0569 -0.1306 0 0.0737

0.0569 -0.8583 -0.0569 0 -0.8013 -0.0569 0.8583 0.0569 0 0.8013

0.1306 -0.0569 -0.1306 0 0.0737 -0.1306 0.0569 0.1306 0 -0.0737
0000000000

-0.0737 -0.8013 0.0737 0 -0.8750 0.0737 0.8013 -0.0737 0 0.8750]
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2.4.6. COMPROBACION DE LOS OBSERVABLES: FIABILIDAD

INTERNA

2.4.6.1. FIABILIDAD INTERNA DE LA SUBRED 1 DE LAS VARIABLES DE

LA ZONA “a”

La redundancia de un observable es un parametro adimensional, y nos muestra
lo bien o mal que estd “controlado” dicho observable. Como las redundancias
cumplen que 1 > r > 0,4 los observables estan bien controlados. Las redundancias

9 = 0,818. Estamos en una situacion

son homogéneas y aproximadas a el valor ;7 =

optima.
REDUNDANCIAS
Ob.———- Redundancia.
1 0.9067

2 0.7081

3 0.8080

4 1.0000

5 0.7738

6 0.8310

7 0.8959

8 0.7048

9 0.7880

10 1.0001

11 0.5837

Suma de Redundancias = 9.00

El pardmetro de Baarda es el que se emplea para eliminar o rechazar un observable.

Todos los parametros de Baarda en nuestro caso se encuentran en el intervalo:

[-1,14,+1,14] < 3,29, y por tanto todos los observables son aceptados.

Comprobaciones de Error grosero (TEST DE BAARDA)
Ob. —— Variable de Baarda (w;).
1 1.4942

0.9150

-0.5238

0.7282

-0.9696

0.4044

-1.3446

-1.1526

-0.3715
0 0.9701

= QO 00~ O Ut WN

11 0.7570
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El minimo error detectable para un observable se obtiene a partir de la siguiente

expresion:

El error maximo que puede deslizarse en uno de nuestros observables y no ser

detectado es de V; = 0,0014 metros.

9o

El parametro de homogeneidad, pn; = =

, confirma la informacién facilitada

por los niimeros de redundancia.

Comprobaciones de Fiabilidad Interna de la subred 1

Valor de para el nivel de significaciéon «, y potencia § del test , = 4.12
Ob. (Voi) Parametro de Homogeneidad pry; = \j—%
1 0.0012 4.3268

2 0.0014 4.8961

4 0.0013 4.5834

5 0 4.1200

6 0.0010 4.6835

7 0.0010 4.5195

8 0.0012 4.3527

9 0.0014 4.9076

10 0.0013 4.6411

10 0 4.1198

11 0 0.0012 5.3925

El anélisis de la fiabilidad externa de la red nos dird cémo influird en dichos

resultados los errores no detectados por el anélisis de la fiabilidad interna.

2.4.6.2. FIABILIDAD INTERNA DE LA SUBRED 2 DE LAS VARIABLES DE

LA ZONA “a”

La redundancia de un observable es un parametro adimensional, y nos muestra lo
bien o mal que esta “controlado” dicho observable. Como las redundancias cumplen
que 1 > r > 0,4 los observables estan bien controlados. Las redundancias son

homogéneas y aproximadas a el valor 19—0 = 0, 8. Estamos en una situacion 6ptima.
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REDUNDANCIAS

Ob. ———— - Redundancia.

1 0.6786
0.7111
0.7456
1.0000
0.7606
0.8170
0.7078
0.7973
1.0001

0 0.7818

2
3
4
5
6
7
8
9
1

Suma de Redundancias = 8.00

El parametro de Baarda es el que se emplea para eliminar o rechazar un observable.

Todos los parametros de Baarda en nuestro caso se encuentran en el intervalo:

[-1,14,+1,14] < 3,29, y por tanto todos los observables son aceptados.

Comprobaciones de Error grosero (TEST DE BAARDA)
Ob.———— Variable de Baarda (w;).
1 -0.5710

2 -0.8255

3 0

4 1.9755

5 0.6596

6 0.5239

7 0.4160

8 0.6974

9 0.9507

10 -0.6776

El minimo error detectable para un observable se obtiene a partir de la siguiente

expresion:

>
N

Voi =

33

El error maximo que puede deslizarse en uno de nuestros observables y no ser

detectado es de Vp; = 0, 0083 metros.

El pardmetro de homogeneidad, p;y; = j—%_ , confirma la informacién facilitada

por los niimeros de redundancia.
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Comprobaciones de Fiabilidad Interna de la subred 2

Valor de para el nivel de significacion «, y potencia 3 del test , 6= 4.12
Ob. (Voi) Parametro de Homogeneidad pjy; = %
1 0.0026 5.0013

2 0.0071 4.8857

3 0.0030 4.7714

4 0.0056 4.1200

5 0.0079 4.7240

6 0.0035 4.5581

7 0.0071 4.8970

8 0.0033 4.6140

9 0.0056 4.1198

10 0.0083 4.6597

El anélisis de la fiabilidad externa de la red nos dird c6mo influird en dichos

resultados los errores no detectados por el analisis de la fiabilidad interna.

2.4.7. COMPROBACION DE LOS OBSERVABLES: FIABILIDAD

EXTERNA

2.4.7.1. FIABILIDAD EXTERNA DE LA SUBRED 1 DE LAS VARIABLES DE

LOS VERTICES DE LA ZONA “a”

La calidad del ajuste es inversamente proporcional al valor de los parametros de

. . 5o P .

homogeneidad pg.; = piniv/1 — 1 , (obtenido pyn; = J& en el epigrafe anterior).
Es claro que en una red tan pequena como la estudiada la informacion que ofrecen
tanto pp.; como prn; es muy escasa. Sin embargo en una red amplia puede ser

muy importante poner de manifiesto las diferencias de nivel de control entre unas

zonas y otras.
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1

= © 0O Utk W

En cuanto al error no detectado V; en el observable de orden ¢ afectaria a las
variables zy 1, Ty segln los valores del cuadro 2.23 y a las variables yy1, yy2 segin

los valores del cuadro 2.24.

2.4.7.2.

La calidad del ajuste es inversamente proporcional al valor de los parametros de

homogeneidad pg.; = prniv/1 — 14, (obtenido pyn; = j—% en el epigrafe anterior).

11

1.3216
2.6453
2.0084
0

2.2276
1.8580

1.4044

2.6664
3.4794
0

3.4794

Cuadro 2.25: Comprobaciones de la fiabilidad externa de la subred 1

Comprobaciones de Fiabilidad Externa de la subred 1
Ob. —- Parametro de Homogeneidad pgy; = prniv1 — i

| Observable | error zyi[m] | error zys[m] |

1 0,0353 - 1073 0,1127-1073
2 0,1289 .10~ | —0,2724-1073
3 —0,0770 - 1073 | —0,2456 - 1073
4 0 0

d 0,2363 - 1073 0,1160 - 1073
6 —0,1704-1073 | 0,0837-1073
7 —0,0397-1073 | —0,1267 - 1073
8 —0,1307-1073 | 0,2761-1073
9 0,0861 - 1073 0,2746 - 1073
10 0 0

11 —0,5007 - 1073 | —0,2458 - 1073

LOS VERTICES DE LA ZONA “a”
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Comprobaciones de Fiabilidad Externa de la subred 1
Observable — Parametro de Homogeneidad pg,; = prniv1 — i
1 2.8352

2.6260

2.4067

0

2.3113

1.9499

2.6469

2.0772

0

© 00Ut WN

10 2.1768

En cuanto al error no detectado V; en el observable de orden ¢ afectaria a las

variables yy 1, yyo segin los valores del cuadro 2.24.

| Observable | error yy1[m] | error yyo[m] |

1 0,5 1073 0,8 1073
2 1,9-10% | —0,1-10°°
3 0,4-1073 0,8-1073
4 0 0

5 1,9-10°3 0,2-1073
6 0,4-1073 0,6-1073
7 1,9-10° | —0,1-10°
8 0,4-1073 0,7-1073
9 0 0

10 ~1,8-10° | —0,2-1073

Cuadro 2.26: Comprobaciones de la fiabilidad externa de la subred 2

La composicion cuadratica de los errores transmitidos en los casos més desfavo-

rables seran:

Verror a3, + error y&, = +/(0,00050) + (0,0019)% = 0, 0019 metros

verror 22, + error y2, = /(—0,00027)2 + (0,0008)% = 0, 00084 metros

Asi pues puede alcanzarse dos milimetros en las correcciones calculadas.
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2.4.8. CUESTIONES FINALES SOBRE METODOLOGIA Y RE-
SULTADOS DE LA SOLUCION INVERSA GENERALIZADA
RECIPROCA CON Y SIN ZONAS DE DISTINTA SIGNIFI-

CACION

Volviendo al cuadro 2.21 y siendo la sensibilidad de la red de 1 mm, es coherente
aceptar los resultados obtenidos en general en todos sus aspectos, y en especial las

correcciones y figuras de error de las filas (4) y (5).

El cuadro 2.24 contiene las coordenadas compensadas referidas al datum (dt) mas

probable, solucién inversa generalizada reciproca, resultado completamente fiable.

El estimador de la varianza a posteriori op es el mismo utilizando una sola matriz
inversa generalizada reciproca que fraccionando en dos zonas, resueltas con una
wwversa de Cayley y una pseudoinversa, porque en ambos casos se trata de la misma
solucion de la red y sus pardmetros generales de diseno y criterio serdn también

los mismos.

Por otra parte, hemos visto que el espacio fila EF, ), de cada matriz completa de
diseno Ay y Sy , Ay y Sy , de rango ny correspondiente a cada subred, es siempre,

en planimetria, con extension trivial a tres dimensiones

Eylci = suma de abcisas =10
EFx/y = 1

ni
Yy; = suma de ordenadas =0
1

ny =n® de abcisas =n® de ordenadas

i €1,2,3...n,n =3-n

con la notacion usual.

Y no olvidar que

EF, de abcisas=x1+ 22+ T3+ ..... +x,, =0
es decir hiperplanos

EF, de de ordenadas=y;+ys+ys+ ..... + Yn, =0

y el espacio nulo NU,,, es
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NU,/y = ny — sectriz  del mny —edro de referencia =

< abcisas iguales >
ordenadas tguales

hiperrectas

< NU, de abcisas iguales =x1 =29 =23 = ..... = Tp, >

NU, de ordenadas iguales =y, =y, =1ys=..... = Un,

EF,,,, NU,,, independientes y ortogonales dos a dos y todos subespacios
independientes. £'F,, NU, asi como EF}, NU, son parejas de espacios ortogonales

complementarios. Todo en E™.

Y si se resuelve la red con un solo ajuste conjunto de abscisas y ordenadas, las

matrices completas de diseno A y S de rango n = 2 - ny tendran la estructura

A, 0 S, 0
A:Am,n:Amlerg,n: 5 S:Sn,n:

A, 0 5,
m;— namero observables subred de abscisas .

mse= nimero observables subred de ordenadas y.

Y sus espacios fila EF y nulo NU seran

< EF, de abcisas=x1+ 22+ 23+ ..... + 1z, =0 >

EF, de de ordenadas =1y +ys2+ys+ ..... + Yp, =0

< NU, de abcisas iguales =xy =1x9 =123 =..... = Tp, >

NU, de ordenadas iguales =1y, =y, =1ys= ... = Yn,

en el espacio ", referidos al n-edro cartesiano ortogonal

O (xla Lo, T3y «onne y Ynis Y1, Y2, Y3, -..nn ) ynl)
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es decir, E'F' esta formado por dos hiperplanos E'F,, E'F, de n; — 1 dimensiones,
subespacios independientes en E”. Y NU esté formado por dos hiperrectas NU,,
NU, de d; = 1 dimension, subespacios independientes en E™. EF' y NU espacios

ortogonales complementarios.

Es claro que:

dim EF + dim NU = dim EF, + dim EF, + dim NU, + dim NU, =

=2-m—1)+2-di=n=n-2)+2=R(S)+d

Y el ejemplo mas sencillo es el de la red estudiada:
EF, = x; + 5 = 0 recta en E?

Luego

Ty = —Ts

NU, = 2, = x5 = 0, recta en E? bisectriz de Oy,
EF,, NU, = subespacios ortogonales en EZ.

EF, =y+y, =0, recta en E?

Luego

Ty = —T9

NU, = y; = y2 = 0, recta en E? bisectriz de O, ,,

EF,, NU, = subespacios ortogonales en E2.
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Capitulo 3

RED CLASICA LIBRE POR
INCREMENTOS DE COORDENADAS EN

AJUSTE UNICO

Como ya anunciamos en el capitulo 2, en este capitulo operaremos obteniendo las

mismas soluciones de la red libre en estudio pero en un s6lo ajuste.

El epigrafe 3.1 lo dedicamos a la formacion de las matrices de diseno A, y P,
y el vector K, de la red tinica por el método de incrementos de coordenadas, y
en sucesivos apartados obtendremos la solucién pseudoinversa, la solucién inversa
generalizada reciproca, y por tltimo la solucion inversa generalizada reciproca con
zonas de distinta significacion. Aplicaremos la teoria expuesta en el capitulo 2 para

cada una de las soluciones de la red libre.

3.1. OBTENCION DEL SISTEMA DE FORMAS LI-

NEALES UNICO

Partimos de las formas lineales incrementos de coordenadas calculadas en el

apartado 2.1. En este caso, en un s6lo ajuste, con todas las variables libres de
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los cuatro vértices V1, V2 V3y V4.

Para evitar las covarianzas entre observables' en cada pareja de incrementos Ax;;

, Ay;; se prescinde de uno de ellos?.
Siendo el sistema de forma lineales:

A-x=K+R

y los parametros del vector x en el orden inicial:
- diferencial de la coordenada z;: dxyvy

- diferencial de la coordenada xs: dxyo

- diferencial de la coordenada x3: dry3

- diferencial de la coordenada x4: dzryy

- diferencial de la coordenada yi: dyy

- diferencial de la coordenada ys: dyyo

- diferencial de la coordenada ys: dyys

- diferencial de la coordenada y4: dyy4

La matriz A y el vector K:

| A | K m] |
1100 |-1{0/|07]0] 0] -0,0006
O(1}(-1}0]0]0]0]|0 |-0,00099
1{-170,0[0|0]0] 0]-0,00055
0(-110}1]0]0]0]|0 |-0,00026
00 (-1}1]0]0]0]O0 |-0,00060
110|-11010/107]0] 0] 0,00051
0(0]0]0]0]|-1]1]0 |-0,00021
0(0]0]0|-I{1]0] 0| 0,00069
0,0]0]0[0|1]0|-1] 0,00064
0(0]0]0]0]0]1}]-1}0,00002
00100 1|-1{0]1}] 0/ 0,00269

y por tltimo la matriz de los pesos P:

L Ofr. Epigrafe 2.4. de de M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT, “Ajuste Gaussiano de redes
por el método de Incrementos de Coordenadas”, Opus cit.

2En general no recomendamos prescindir de buenos observables sin justificacién previa, pero
en este caso no cabe otra opcién para evitar las covarianzas.
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nﬁmero\ P ‘
1 0,849
0,307
0,30
0,634
0,478
1,169
1,251
0,304
1,384
0,477
0,222

QOO0 1| O O b= | W| DN

—| =
[l B

Cuadro 3.1: Pesos asociados a los observables de la red

Siguiendo los criterios conocidos hemos eliminado en el sistema de formas lineales
un incremento de coordenada y, porque tenfa un peso muy alto (4,99) y un término

independiente de 1,3 mm, valor elevado respecto al resto de incrementos.

3.2. SOLUCION CON MATRIZ PSEUDOINVERSA

Sabemos que la solucién pseudoinversa del ajuste sera:
r=8"AT.P. K
Siendo la expresion
Qla, =AT. P A +ET - Ey'—FET (E-ET)L . (E-ET)"1. E (1)
que da lugar a la soluciéon especial
rlp=Qla, - AT - P - K,

En nuestro caso la matriz de constrefiimientos es:

11110000
E:

00001111

3 Cfr. Epigrafe 2.2 de esta misma publicacion.
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y Qla, serd

0,2661 —0,1780
—0,1780 0,4638
~0,0147 —0,1857
—0,0734 —0,1000

0 0

0 0

0 0

0 0

Qla, =

—0,0147 —-0,0734 0
—0,1857 —0,1000 0
0,3171  -0,1167 0
~0,1167  0,2901 0

0 0 0, 1856

0 0 —0,0995

0 0 —0, 1542

0 0 0,0680

o o O

0

—0,0995
0,1993

—0,0290

—0,0708

Siendo la solucién pseudoinversa z1p la del cuadro 3.2.

dryy | —2,9742-107° m
drvs | 2,1521-10°m
drys | —1,1270-107° m
drvs | 1,9492-10° m
dyyy | —1,0324-103 m
dyys | 5,6062 107 m
dyys | 4,2702-10"* m
dyvs | 4,4751-10 % m

0
0
—0,1542
—0,0290
0,3159

—0,1327

Cuadro 3.2: La solucion pseudoinversa x1p

En nuestro caso la matriz S; es:

COHA:Al,Pzpl

Sle{'Pl'Al

S1
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2,3183 —0,3004 -1,1690 —0,8489 0 0 0 0
—0,3004 11,2420 —0,3080 —0,6336 0 0 0 0
—1,1690 —0,3080 1,9548 —0,4777 0 0 0 0
—0,8489 —0,6336 —0,4777 11,9602 0 0 0 0

0 0 0 0 5,5231 —0,3037 —0,2225 —4,9968
0 0 0 0 —-0,3037 2,9383 —1,2510 —1,3836
0 0 0 0 —0,2225 —1,2510 11,9506 —0,4771
0 0 0 0 —4,9968 —1,3836 —0,4771 6,8576
Y los autovalores y autovectores de S; seréan:
autovalores = - I =
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 1,5502 0 0 0 0 0
B 0 0 2,0287 0 0 0 0
- 0 0 0 2,4997 0 0 0
0 0 0 0 3,4253 0 0
0 0 0 0 0 3,9227 0
0 0 0 0 0 0 11,3181
autovectores en columna =

0, 5000 0 0,3654 0 0,0182 —0,7850 0 0

0, 5000 0 —0,8182 0 0,2781 —0,0559 0 0

0, 5000 0 0,437 0 0,5145  0,5370 0 0

0, 5000 0 0,0091 0 -0,8109 0,3039 0 0

0 0, 5000 0 0,5189 0 0 —0,2507 —0,6465
0 0,5000 0 —0,2025 0 0 0,8361 —0,1000
0 0, 5000 0 —0,7238 0 0 —0,4755 —0,0098
0 0,5000 0 0,4074 0 0 —0,1099 0,7563
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Y G es la matriz de autovectores correspondientes a los autovalores nulos:

o o o0 o o 0 0505 0,5 0,5 0,5

0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0 0 0 0 0

Siendo E = G, la expresion (1) sera:

QlAP:(AriF‘Pl'A1+GT'G)_1—GT~(G.GT)—1.<G,GT>—1.G

y la soluciéon seréa:

LL’lp:QlAP'A{'Pl'Kl

como podemos comprobar comparando el cuadro 3.2 y el 3.3 la solucién es

coincidente.

dryi | —2,9742-107° m
drye | 2,1521-107°m
dxye | —1,1270-107° m
drys | 1,9492-107°m
dyyy | —1,0324-107% m
dyyo | 5,6062-107% m
dyvg 4,2702 - 1074 m
dyys | 4,4751-10"* m

Cuadro 3.3: La solucion pseudoinversa xlp con £ =G

Sabemos que en notaciéon matricial:

x=FET.dt

siendo x, el vector de correcciones calculado, F la matriz de constrenimientos, y dt
la transformacion del sistema de referencia y a la vez es la solucion pseudoinversa,

vamos a comprobarlo en esta red completa.

Sabemos que
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E-x=E-ET.dt

(E-ETY.E.-x2=(E-ET)"'.E-ET.dt

dt=(E-ET)"'.E g

0,1948
dt = (E-ET")""E-x = (E-ET)"".E-x1p = 1071 m = despreciable
—0,5421

Valor nulo de dt, como era de esperar en la solucion pseudoinversa. El pequeno

valor obtenido s6lo puede deberse a errores de redondeo en el calculo.

3.3. SOLUCION INVERSA GENERALIZADA RECIPRO-

CA

Como ya vimos en el epigrafe 2.3 para resolver el supuesto planteado se adopta la

siguiente notacion:

A2 — (0 Eb)

donde
nan

0 = matriz de ceros de las columnas de los vértices "a

E, — matriz de las columnas de los vértices "b"

Asi pues
0
Ay =
Ey
y también
l‘a
To =
Ty
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AT . P K, = Lo
1 1 1

Ly,

separando siempre en cada vector los elementos correspondientes a los vértices de

los grupos "a" y "b".

Conocidas la matriz A y el vector K:

| A | K m] |
110,010 10(0{-1] 0] -0,0006
00} 1]0}-1{00/|0 |-0,00099
110-170[0 /0] 0] 0]-0,00055
00 (-1]0]0]0 1|0 |-0,00026
0/0(0]0}-1{0 1|0 |-0,00060
110100 |-110] 0] 0] 0,00051
000 }-L{0|1|0]0/|-0,00021
0(-170]1]0{007]0 /| 0,00069
000 ] 1T]0]00/(-1]0,00064
00 ]0]0]0]1|0/]-1]0,00002
O(-170]0]0{107]0 /| 0,00269

Siendo ahora el orden de los parametros de la matriz A:
- diferencial de la coordenada x1: dxyvy
- diferencial de la coordenada y: dyy,
- diferencial de la coordenada za: dryo
- diferencial de la coordenada ys: dyys
- diferencial de la coordenada x3: dry3
- diferencial de la coordenada ys: dyys
- diferencial de la coordenada x4: dry4

- diferencial de la coordenada y4: dyy4

El orden de las variables no afecta a la solucion inversa generalizada reciproca,
pero si a solucion inversa generalizada reciproca con zonas de distinta significacion

que queremos resolver en el epigrafe siguiente*.

la matriz de los pesos P:

4Como veremos en el epigrafe 3.4 no podemos ordenar las variables en la matriz de disefio A
de modo que tengamos primero las variables = y ¢ continuacién las variables y, porque entonces
las matrices M son deficientes de rango, por ese motivo alternamos las variables x e y.
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nﬁmero\ P ‘
1 0,849
0,307
0,30
0,634
0,478
1,169
1,251
0,304
1,384
0,477
0,222

QOO0 1| O O b= | W| DN

—| =
[l B

Cuadro 3.4: Pesos asociados a los observables de la red

la matriz de constrefiimientos E:

1 0101010
E =

01010101

la matriz As:

00001010

Ay
00000101

y con la expresion:
Quo= (AT - P - A + AT - A) ' —ET . (Ay- ET) L (E-AD) - E

calculamos Q) 4o:

0,3077  0,1449  0,0358 —0,0358

0,1449  0,4591  0,0023 —0,0023

Qa2 =
0,0358  0,0023  0,0875 —0,0875

—0,0358 —0,0023 —0,0875 0,0875

y la solucién inversa generalizada reciproca de la red serd la del cuadro 3.5,

aplicando la expresion:

xQ:QA2'AF{'P1'K1
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dxy, | —0,000033 m
dyyi | —0,001268 m
dxye | 0,000017 m
dyys | 0,0003247 m
dxys | —0,0000154 m
dyys | 0,0001911 m
dxy, | 0,0000154 m
dyy4 | —0,0001911 m

Cuadro 3.5: La solucion inversa generalizada reciproca o

Y por tltimo calculamos dt, con la expresion

da —0, 004
dt=(E-ET) . E.-x=(E-ET) - E-ay= - 1073 m

db -0, 236

Siendo da y db dos traslaciones que como sabemos definen el datum mas probable.

Comprobamos que la solucion inversa generalizada reciproca de la red xy = x,+

, siendo la solucién pseudoinversa z1p, cumple que

—0,000033 10

—0, 001268 0 1

0,000017 10

o1, =y — BT - i = 0,0003247 B 01 i —

—0,0000154 10
0,0001911 01
0,0000154 10
—0,0001911 01
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—0,000033 10 —0,0000297422
—0,001268 01 —0,0010323893
0,000017 10 0, 00002152050

_ 0,0003247 B 01 . -0, 004 103 — 0, 00056061828
—0,0000154 10 —0,236 —0,0000112703
0,0001911 01 0,00042702036
0,0000154 10 0,00001949208
—0,0001911 01 0, 00004475068

Y la solucion pseudoinversa obtenida en el epigrafe 3.2 es coincidente (siempre que

cambiemos el orden de las variables):

—0,000029742
—0,0010324
0,000021521
0, 00056062

l’lp =

—0,000011270
0,00042702

0,000019492

0,000044751

3.4. SOLUCION INVERSA GENERALIZADA RECIPRO-

CA CON ZONAS DE DISTINTA SIGNIFICACION

Conocidas las matrices A = A, A = P;, podemos calcular la matriz S;:

My M
SlelT-Pl-Alz 11 12
My May

Siendo las matrices M, que proceden de 57, segin expresion:

My M
SlelT'Pl‘Alz 11 12
My Moy
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las que siguen:

2,31829411 0
0 0,5262389
My =
—0, 300384296 0
0 —0, 303748629
—1,169030624 0
0 —0,222490273
M12 —
—0,307992703 0
0 —1,250970758
—1,169030624 0
0 —0,222490273
Moy =
—0, 84887919 0
0 0
1,954750171 0
0 1,950590732
Moy =
—0, 47772684400 0
0 —0,477129701
y seglin
A? . P1 . Kl -
obtenemos:

—0, 300384296
0

1, 241950907
0

—0, 84887919
0

—0, 633573908
0

-0, 307992703
0

—0, 633573908
0

—0,477726844
0
1,960179942
0

—0,000078786822540

—0,000808578338345

0,000026783014647

0,001364761474370
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0, 303748629
0
2,938331204

—1,383611817

0
—1,250970758
0
—1,383611817

0
—0,477129701
0
1,860741518



—0,000003201092414
I 0,000339969590154
p =
0,000055204900307

—0,000896152726179

Y aplicando

xy = (Mg — My - Mﬂl M)+ (Ly — Mo - MﬂlLG)

calculamos las variables de la zona B:

dxys | —0,0000154 m
dyys | 0,0001911 m
dzyvy | 0,0000154 m
dyy4 | —0,0001911 m

Cuadro 3.6: La solucién inversa generalizada reciproca de los vértices de la zona

Céb”

EF =x + 2+ 23+ 24 = dovys + dyys + doyy + dyyy =

= —0,0000154 4 0,0001911 + 0,0000154 4+ —0, 0001911 = 0, solucién

pseudoinversa,
y las variables de la zona A con:
Lo = M1_11 . (La - M12 : l‘b)

son las del cuadro 3.7.

dzyy | —0,000033 m
dyyq | —0,001268 m
dzyo | 0,000017 m

dyyo | 0,0003247 m

Cuadro 3.7: La solucién inversa generalizada reciproca de los vértices de la zona

€
a
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la solucion debe ser coincidente con la solucion pseudoinversa reciproca del epigrafe

3.3, y asi es.

Conocido dt

da —0,004
dt=(E-E")y'".E.z=(E-ET)'.FE.-qy= = 1073 m
db —0,236

w

Comprobamos que la soluciéon inversa generalizada reciproca xo = x, + x, , siendo

la solucion pseudoinversa x1p, cumple que

ZL’lp:LL’Q—El'dt

Y también podemos comprobar que

x, — x es el vector traslacion dt aplicada a cada variable del ajuste.

3.4.1. RESULTADOS. COORDENADAS COMPENSADAS

Las coordenadas compensadas referidas al datum inicial, debidas a las correcciones

obtenidas por solucién pseudoinversa son las del cuadro 3.8.

’ ‘ Coordenadas aproximadas® ‘ Correcciones diferenciales ‘ Coordenadas compensadas

X1 99,9994 m —2,9742-107° m 99,9999 m
Y11 166, 59777 m 2,1521-107° m 166, 5978 m
Xvo 163,01455 m —1,1270 - 10> m 163,0145 m
Yo 154, 2486 m 1,9492-107° m 154, 2486 m
X3 167, 52085 m —1,1457-103 m 167,5198 m
Y3 88,01078 m 5,8831-107* m 88,0113 m
Xva 100 m 4,4774-10"* m 100, 0004 m
Yva 100 m 1,0971-10~* m 100, 0000 m

Cuadro 3.8: Coordenadas compensadas por solucién pseudoinversa

Las coordenadas compensadas referidas al datum (dt) mas probable seran las
debidas a la correcciones obtenidas por solucién inversa generalizada reciproca

son las del cuadro 3.9.
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’ ‘ Coordenadas aproximadas® | Correcciones diferenciales | Coordenadas compensadas

Xv1 99,9994 m —0,000033 m 99,9999 m
Y1 166, 59777 m —0,001268 m 166, 5965 m
Xvo 163,01455 m 0,000017 m 163,0146 m
Yo 154,2486 m 0,0003247 m 154,2489 m
Xvs 167,52085 m —0,0000154 m 167,5208 m
Yvys 88,01078 m 0,0001911 m 88,0110 m
Xy 100 m 0,0000154 m 100, 0000 m
Yyu 100 m —0,0001911 m 99,9998 m

Cuadro 3.9: Coordenadas compensadas por soluciéon inversa generalizada reciproca

3.4.2. ANALISIS MULTIVARIANTE DE LA RED CLASICA LIBRE
POR ZONAS DE DISTINTA SIGNIFICACION EN AJUSTE

UNICO

3.4.2.1. VARIANZA A PRIORI DEL OBSERVABLE DE PESO UNIDAD

El estimador de la varianza a priori de la subred 1 que hace referencia a las

correcciones a las coordenadas X es:

0% =23,9128 1077

y su desviacién tipica:

o =6,2551-10"* = 0,00063 m

3.4.2.2. VARIANZA A POSTERIORI DEL OBSERVABLE DE PESO UNIDAD

Siendo las matrices de diseno A, P y el vector K , obtenidos en el epigrafe 3.1
de esta publicacién, y conocido el vector de variables x, del epigrafe 3.4, podemos

calcular los residuos con la expresion:

Restduos =R=A -2 — K

Residuos:
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Residuos [metros|

0,00024

-0,000296

0,001781

0,001857

0,000907

-0,000560

0,000039

-0,000487

-0,000257

0,000183

-0,002656

Y el estimador de la varianza a posteriori sera:

2__RT.P.R _ RT.P-R _ 10=7
of=EbR — B.PR — g 17910

y la desviacion tipica
o =9,044-10~* = 0,00090 m

aceptable con respecto a la del epigrafe anterior, con doble ajuste.

3.4.2.3. MATRIZ COFACTOR DE LOS VERTICES DE LA ZONA “a”

Conocidas las matrices M de la red con ajuste tnico: My, My, My y Moo
calculadas en el epigrafe 3.4 podemos obtener las matrices cofactor de los vértices

de la zona “a” a partir de la conocida expresion:

—1
Qmaza, - Mll -
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0,445307013832837 0 0,107704123488384 0

0 1,793275580917359 0 —0, 185379033643760
0,107704123488384 0 0,831234649849453 0
0 0, 185379033643760 0 0,321165759462616

que es la matriz cofactor de la red con ajuste tnico.

3.4.2.4. MATRIZ VARIANZA COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA

[175%4]

a

La matriz varianza covarianza es:

0,0364 0 0,0088 0

0 0,1467 0 —0,0152
Oge = 0-8 : Qzaxa - . 10_5 mQ

0, 0088 0 0, 0680 0

0 0,0152 0 0,0263

3.4.2.5. SEMILADOS DE LOS RECTANGULOS DE ERROR A PARTIR DE LAS

MATRICES VARIANZA COVARIANZA DE LA ZONA “a”

A partir de la matriz varianza covarianza de las variables o,,, se sigue:

Op1 = 1/0,0364 - 1075 = 6,0332- 10~ m

Trun = /0, 1467 - 105 = 0,0012 m

oy1=1/0,0680 - 107> = 8,2462 - 10~* m

= +/0,0263 - 105 = 5,1284 - 104 m

Que constituyen los semilados de los rectangulos canonicos de error a partir de las

elipses no candnicas.
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3.4.2.6.

COVARIANZA DE LOS VERTICES DE LA ZONA “a”

AUTOVECTORES Y AUTOVALORES

DE LA MATRIZ VARIANZA

Los autovectores y autovalores de las matrices varianza covarianza o,, se

encuentran en cuadros sucesivos

7.

20,9678 ] 0 |02518] 0
0 |-0,9919| 0 |0,9919
0,2518 0 |09678| 0
0 |-0,1270| 0 | 0,1270

Cuadro 3.10: Matriz de autovectores I' de la matriz varianza covarianza de las

variables o,

Po2zp1= 0,0341-1075 0 0 0
0 [y2y = 0,1447 - 107° 0 0
0 0 Uo2ppy = 0,0703 - 1072 0
0 0 0 [ig2yp2 = 0,0282-107°

Cuadro 3.11: Matriz V1 = o,, de autovalores de la matriz varianza covarianza o,

3.4.2.7.

AUTOVALORES

SEMIEJES DE LAS FIGURAS DE ERROR A PARTIR DE LOS

Aplicar una rotacion a los semiejes no canonicos (obtenidos a partir de o,, como

hemos visto) hasta su posiciéon canonica® segiin la expresion:

siendo

0,,=IT .0, -T

I' = matriz de autovectores columna de o,

0., = V = matriz diagonal de autovalores de o,

"Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Opus cit. Epigrafe 2.7.1.

8Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Opus cit. Epigrafe 2.7.1.
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nos permite conocer los semiejes del hiperelipsoide de error inscrito en el
hiperparalelepipedo en el sistema canénico o,,. Asi, a partir de las matrices V

de autovalores obtenemos:

Oz'vl = Qpa = 1/ 0,0341 - 102 = 5, 8395 - 1074 m

Ourvn = bys = /0, 1447 - 10~7 = 0,0012 m

Oyv1= Ay1 = 4/0,0703 - 1076 = 8, 3845 - 1074 m

oy2=by1 = /0,0282-10-6 =5,3104 - 10~* m

Si comparamos estos semiejes con los semilados del epigrafe 3.4.2.5, la diferencia

entre la posicién canoénica con la no canonica, es de centésimas de milimetro.

Es la posicion canoénica la que nos permite calcular la fiabilidad conjunta con
varios vértices libres, pero en el caso presente, para estudiar los recintos de error

es aconsejable estudiar la matriz de autovectores I' de o,.

20,9678 0 [02518] O
0 |-0,9919| 0 |0,9919
0,2518 0 09678 0
0 |-0,1270| 0 | 0,1270

Cuadro 3.12: Matriz de autovectores I' de la matriz varianza covarianza de las
variables o,

donde comprobamos que dos autovectores con todos sus componentes nulos
menos dos indica que sus autovalores correspondientes estan sobre un mismo
hiperplano coordenado, también los semiejes del hiperelipsoide que correspondan,
y por lo tanto, la elipse que definen. Comprobamos que la rotacion de los ejes

del hipervolumen de error hasta su posicién canoénica mantiene las figuras de
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error dentro del plano del levantamiento, y no las proyecta fuera de él. En este
caso es inmediato deducir una figura de error, en general no canénica y con
realidad fisica (en concreto el rectangulo) asociada a cada punto de la zona “a”.
Es licito girar elipses y rectdngulos hasta posiciéon canoénica y aplicar andlisis
multivariante con variables separadas. Ademaés los autovectores 0,9978 y 0,9919,

afectan minimamente a la longitud de los lados del rectangulo de error en la

rotacion de la posicion candnica a no canodnica.

3.4.2.8. RECINTOS DE ERROR Y FIABILIDADES COMPUESTAS

El analisis multivariante se puede aplicar directamente, sin transformaciéon alguna
a los pardmetros de error no canénicos porque sus dimensiones son muy proximas
a las de los parametros canénicos. Lo importante es que la relacién entre ejes
canénicos y lados (en realidad, siempre desviaciones tipicas y lados de rectangulos,
segun teoria) es aceptable, resultando proxima a 1 en todos los casos (cfr. (3)
en el cuadro 3.13). Por otra parte, todas las figuras de error resultantes son

bidimensionales, pueden situarse sobre el plano del levantamiento.

Recordamos? que para evitar que el area/volumen de la podaria/hiperpodaria
supere al del rectangulo/hiperparalelepipedo tiene que haber una relacion entre
las longitudes de los semiejes a y b de su elipse/hiperelipsoide, lo que implica que
el intervalo de relacion posible entre semiejes a y b se encontrara entre el 6ptimo
a = b, que implica que circulo = elipse, y una de estas dos condiciones siguientes:
a="0b-tg71,259 =0b-2,06

a="b-1tg28,759 =0-0,48

La relacion entre los lados a = x; = oz, vy b = 1vy; = 0y, del recinto rectangular

de error de cada vértice se cumple.

Multiplicamos por dos cada semieje no candnico (cfr. (4) en el cuadro 3.13) para

obtener el lado del rectangulo de error. Siendo la relacién entre ejes canénicos y

9Cfr. M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretacion en el
ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de
coordenadas”. Opus cit. Epigrafe 1.3.3.2.
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los lados proxima a 1, preferimos elegir los lados porque siempre estan sobre el
plano del levantamiento, con evidente realidad fisica (aunque, en este caso los no

canbnicos también estan en el plano del levantamiento).

A partir de la expresion'?:
PRigzn = 2" - [(N<Oa 1)5(}”

calculamos el porcentaje de fiabilidad multivariante P,rk,. de los dos vértices

libres de la red.

En nuestro caso n = 4 , tenemos 4 variables:

OZy1, OYvl, OTp2 Y OYv2

La probabilidad de los rectangulos de error de los vértices V1y V2 paran =4y

con un coeficiente de homotecia K = 3 es:
Pricosn = 2" [(N(0,1)K]"= (2-0,4987)* = 0,9974* = 0,9896 = 98,96 %

98,96 % es la probabilidad simultdnea de que los vértices V1 y V2 se encuentren
en sus rectangulos de error, cuyos centros son las coordenadas compensadas de sus
vértices respectivos tras el ajuste de las subredes, (cfr. (5) en el cuadro 3.13). Con

las mismas consideraciones del caso anterior.

En nuestro caso tenemos dos elipses no canénicas, para los vértices V1 y V2, y sus

rectangulos son:

- Rectangulo circunscrito a elipse no canonica Ry de lados:

l17V1 =2- OTy1 = O, 0012 m

l2_V1 =2- OYy1 = 0, 0024 m

0Conocida por la teoria expuesta en M.J. JIMENEZ MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y
su interpretacion en el ajuste gaussiano de una red local observada con GNSS y ajustada
por incrementos de coordenadas”. Opus cit. Epigrafe 1.2.2, ecuacion (89).
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- Rectangulo circunscrito a elipse no canoénica Ryo de lados:

ll_vg =2- OXy4 — O, 0016 m

l2_V2 =2 OYpa= 0, 0010 m

Y también dos elipses canoénicas, para los vértices V1 y V2, y sus rectangulos son:

- Rectangulo circunscrito a elipse canonica Ry de lados:

Uivi=2-a=2 fygepp = 258395104 = 0,00117 m

Uoyvi=2b=2"py2y, =2-0,0012-107* = 0,0024 m
- Rectangulo circunscrito a elipse canénica R'yo de lados:

U'i_vo=2a=2" fig2gmy =2-8,3845 - 17*m = 0,00167 m

Us_yvo=2-b=2" 2 =2-53104-10"*m = 0,00106 m

Y con idénticas considerciones que el caso anterior,
-siendo K =3, n =4 =
— Pricowm = 24 [(N(0,1)3]"= (2 0,4987)* = 0,9974% = 98,96 %

Uy, =2 Jlgzger - K = 0,0035 m
vy =2 JHaryer- K =0,0072m
Uy =2 Jlgzgw - K = 0,0050 m
vy =2 JHaryes - K=0,0032m

Pudiendo realizar asi mismo la comparacion analoga al caso que precede en tabla

3.13.
-siendo K =3, n=4

— Pricosm = 24 [(N(0,1)3]"= (2 0,4987)* = 0,9974% = 98,96 %
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livi =2 \/lgze1 - K =0,0036 m

lo-vi =2 /lig2g1- K =0,0072m

liova =2 \/lg2z2 - K = 0,0048 m

la-va =2 \/lig2y2 - K= 0,0030 m

Todos los recintos son superiores a los obtenidos en la red con solucion
inversa generalizada reciproca con zonas de distinta significacion dividida en dos
subsistemas, y que se encuentran en el apartado 2.4.2 de esta publicaciéon. Esto se
debe fundamentalmente al menor niimero de observables de la red de ajuste tinico
frente a la red subdividida. Para evitar las covarianzas entre observables, de cada
pareja de incrementos Az;; , Ay;; se ha prescindido de uno de ellos, eliminando

un total de 12 incrementos.

3.4.3. INOTA SOBRE CUESTIONES DE METODOLOGIA

Sea S = AT . P. A, tomado de la solucién seudoinversa con 12 observables.

S =
2,3183  —0,3004 —1,1690 —0,8489 0 0 0 0
—0,3004 11,2420 —0,3080 —0,6336 0 0 0 0
~1,1690 —0,3080 1,9548 —0,4777 0 0 0 0
—0,8489 —0,6336 —0,4777 1,9602 0 0 0 0

N 0 0 0 0 55231  —0,3037 —0,2225 —4,9968

0 0 0 0 —0,3037 2,9383 —1,2510 —1,3836
0 0 0 0 —0,2225 —1,2510 1,9506 —0,4771
0 0 0 0 —4,9968 —1,3836 —0,4771 6,8576

Donde
e la fila 4? es la suma termino a término de las 1 + 22 + 32 cambiadas de signo
e la fila 82 es la suma termino a término de las 5 + 62 + 7* cambiadas de signo

pasando la fila 4* al la posicion 72 queda

S =
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2,3183  —0,3004 —1,1690 —0,8489 0 0 0 0
—0,3004 1,2420 —0,3080 —0,6336 0 0 0 0
~1,1690 —0,3080 1,9548 —0,4777 0 0 0 0

0 0 0 0 5,5231  —0,3037 —0,2225 —4,9968

- 0 0 0 0 —0,3037 12,9383 —1,2510 —1,3836

0 0 0 0 ~0,2225 —1,2510 11,9506 —0,4771
—0,8489 —0,6336 —0,4777 1,9602 0 0 0 0
0 0 0 0 —4,9968 —1,3836 —0,4771 6,8576

Es clara la imposibilidad de formar una matriz de rango 4, completo, en la posicion
M., elementos 1° a 4° de las filas 1* a 4%. Ello implicaria determinar las cuatro
abscisas x; , 1 € 1,2,3,4), mediante una inversa de Cayley, y también seria posible
determinar las ordenadas y; , i € 1,2,3,4), una vez llevados los elementos 5° al
82 de las filas 5% a 8% a las posiciones M, previos los cambios de filas y columnas
adecuados. Pero ello implicaria la determinaciéon univoca de las cuatro abscisas
o las cuatro ordenadas de los cuatro vértices de la red , lo que no es fisicamente
posible por propia definiciéon de matriz y solucién pseudoinversa, con dos unidades

de defecto de rango.

Si es posible en la posicion M;;, formar matrices de rango completo e igual
sucesivamente a 6,5,3,2,1, tomando los elementos de interseccion de las 6,5,3,2,1,

primeras filas y columnas respectivamente.
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

El presente trabajo es el cuarto de una serie de articulos que entiende en la
investigacion y desarrollo de una praxis y metodologia completas e innovadoras
del Procedimiento General de Ajuste (Gaussiano en Ingenierfa Cartografica, de
imprescindible aplicacion en Microgeodesia y Redes Locales y con prevision e
interpretacion rigurosos de resultados parciales y finales. Entendemos que supone
un avance sensible sobre las actuales técnicas de aplicacion que podemos llamar
clasicas, tanto en la moderna practica de Proyectos Topograficos como No

Topograficos.

En primer lugar, sea cual fuere el Proyecto de Red Local en presencia, lo
entendemos calificable como trabajo de Ingenieria de nivel alto o muy alto, cuyo
Condicionado, Proyecto, Ejecucion y Control de Calidad, presentan multiples
opciones fundamentales para el buen éxito y siempre dependientes de decision
técnica, rigurosa y humana. No reducibles hasta la fecha mediante programacion

informaética alguna.

En dicho supuesto y aceptando de antemano cualquier casuistica de aplicacion
especial, entendemos que el procedimiento general de Ajuste Gaussiano que
denominamos por Incremento de Coordenadas y hemos aplicado en el presente
articulo supone un avance técnico y un nuevo instrumento de ayuda al Proyectista.

En una Red cualquiera y con la tinica condiciéon de que el vector de observables haya
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sido debidamente controlado en todos sus elementos, resultando independientes y

presentando distribuciones normales, hace posible:

1° Homogeneizar las formas lineales de observable, siendo indiferente la instru-

mentacion empleada, clasica o GNSS!.

2° Homogeneizar asi mismo los pesos de los observables?, confiriéndoles un
significado méas coherente con el Analisis Dimensional y la realidad fisica, evitando
las nocivas y arbitrarias discrepancias fruto del empleo de distintas unidades de
medida. Adicionalmente, establecer la varianza del observable de peso unidad, a
priori y posteriori, siempre como el cuadrado de una medida de longitud, y que

ambas sean de orden similar.

32 Resolver el problema de las covarianzas a priori y posteriori en matrices de
diseno y criterio, tanto en pesos como en correcciones, permitiendo la aplicacion
gaussiana rigurosa con observables GNSS. Y ello sin acudir a factorizaciones de
dudosa justificacion y rigor cientificos. Introducir el concepto de rotacion particular
y generalizada para la induccién y supresion de covarianzas, especialmente en lo

referente a correcciones.

49 Establecer una doble metodologia, dos/tres subredes en caso bi/tridimensional,
y una sola red de conjunto, con ventaja por doble comprobaciéon parcial y total
de fases y resultados del trabajo, aplicando, como ya hemos dicho, el método de

ajuste de Incrementos de Coordenadas por ser el mas adecuado®.

5° Reducir el problema del Datum a una traslaciéon simple, bi o tridimensional,
con la ventaja que ello supone en el estudio de Deformaciones y Evolucién en el

Tiempo de las Redes Locales.

62 Abordar el estudio de zonas de Distinta Significacion®*, que permite la aplicacion

!Hay que tener en cuenta el nimero de formas lineales de cada variable del ajuste, ntimero que
debe ser homogéneo para obtener elipses de error con poca excentricidad, préximas a circulos.

2Es importante que el vector K también sea homogéneo.

3Porque nos permite, fundamentalmente, obtener de modo simultaneo los recintos de error de
los vértices libres y sus fiabilidades conjuntas.

4En cuanto a las soluciones de la red libre decir que la solucién inversa generalizada reciproca
con zonas de distinta significaciéon, presenta ventajas conceptuales y précticas, sea cual fuere
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de matrices inversas generalizadas reciprocas especificas de cada caso en presencia,
optimizando su resoluciéon. Resolver el caso mas general mediante una matriz
resoluble a través de otras dos, una pseudoinversa y otra inversa de Cayley. Con

indudable ventaja de interpretaciéon practica.

7° Utilizar y aplicar la solucién de la Red Libre completa con su matriz

pseudoinversa® solo para fines rigurosa y fisicamente justificables.

82 Avanzar en el estudio de Recintos de Error. Especialmente, abandonando por
poco rigurosa la teoria de los Hiperelipsoides e Hipercilindros deducidos a partir

de una F de Snedecor, sustituyéndola por la que entendemos mas correcta de

la red en presencia. Supongamos que una red cuenta, segin es usual, con un cierto nimero de
vértices que se dan por fijos y que definen una zona que llamaremos B. El resto se consideran
variables, definiendo la zona A.

Dividida la red en dichas dos zonas, es 16gico proyectar la solucién buscada como aquella que
requiere una correcciéon nula para la zona B. Y estamos frente a la solucién determinista, bien
conocida.

Pero, por mucha confianza que se tenga en los puntos de apoyo, desgraciadamente jamés
podran considerarse como rigurosamente exactos. ;No seria ilustrativo a lo menos considerarlos
desde un punto de vista mas realista como de correccién minima, zona B, aceptando mayores
correcciones solo en la zona A?.

Y el razonamiento es mas atractivo atn si se trata de determinar deformaciones, siempre desde
puntos de apoyo, de deformacion si no nula o despreciable, a lo menos minima, zona B, hacia la
zona A, a través de observaciones y ajustes separados en el tiempo.

Entonces, si ademas la correcciéon por PDO (problema de disefio de orden cero PDO o del Datum)
en el conjunto de la red y, desde luego en las zonas especificas B y A, se anula, minimiza o a lo
menos es facilmente asequible de calcular, es evidente que se gana rigor y poder de afirmacién.

Finalmente, siempre que la red presente heterogeneidades que requieran su zonificacion por
cualquier motivo logico que deba considerarse en el proyecto, serd conveniente atender a su
estudio fraccionado.

’En general, la soluciéon seudoinversa ST presenta tres caracteristicas fundamentales:

- Es dnica.

- Cumple que z* -z = minimo o lo que es lo mismo | | = minimo y en el espacio fila EF de
S, que implica componente cero en el espacio nulo NU.

- Es la tinica solucién de correccién nula junto con la determinista S~'de Cayley, caso particular
de ST, en el problema de disefio de orden cero PDO o del Datum.

La primera caracteristica es a nuestros efectos escasamente relevante.

La segunda, considerada en general, es a lo menos paraddjica. Conduce a considerar la
solucién optima cuando la correccion ¢z = 0 , y X = X, + 2 = X,, e induce a confusion
porque aunque si es cierto que andlogamente R = 0 implica la solucién exacta y que se verifica
C=07r+R=07r=0 =0e¢, ello se debe y es consecuencia del cumplimiento previo aceptado
de la condicién probabilistica de Gauss Marcov RT - P- R = minimo. Sin embargo, | | = minimo
es estrictamente una propiedad geométrica, sin significado estadistico-probabilistico alguno.

En cuanto a la caracteristica tercera es importante, especialmente a efectos de agilizar los
calculos, cuando se realizan sucesivas observaciones en una misma red distanciadas en el tiempo,
segin sucede en calculo de deformaciones. Para una sola determinacion el algoritmo del PDO
dispone de recursos eficaces para eludirla.

Con todo lo dicho la aplicaciéon de la solucion pseudoinversa indiscriminadamente o
por defecto no es aconsejable, salvo una excepciéon importante de uso: aplicarla para tener un
conocimiento del error de cada uno de los vértices de la red, con el fin de tomar otras decisiones
sobre el diseno de la red.

T
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aplicacion de Analisis Multivariante.

9° En consecuencia, perseguir y lograr la formulacion de una integral multiple
de variables separadas, extendida al recinto interior a un hiperparalelepipedo
circunscrito al hiperelipsoide clasico, del que se deducen rectdngulos de error de
poder de afirmacion arbitrariamente prefijados, aplicables rigurosamente a un solo
vértice de la red, grupos de vértices, y todo el levantamiento. Y por cierto, de

forma muy simple y nada prolija.

10° Establecer algoritmos y metodologias de proyecto y calculo adecuadas para
lograr matrices de criterio a posteriori de varianzas diagonales o seudodiagonales.
Se deducen y aplican en primer lugar criterios geométricos de representacion
de puntos homologos entre espacios bi y n-dimensionales, sencilla extension al
fin vy al cabo de las proyecciones y sistemas cartograficos entre espacios bi y
tridimensionales bien conocidos. En el supuesto mas desfavorable, se aplican

procedimientos de Calculo Matricial adecuados, més sofisticados.

112 En el ejemplo concreto antes resuelto (epigrafes 2.4.2.8 y 3.4.2.8 de esta
publicacion), la simple inspeccion de la matriz de autovectores de las matrices
varianza covarianza de las dos subredes y la constatacion de que el n-edro
de referencia y el n-edro de autovalores en el caso de una sola red conjunta
practicamente coinciden permite adoptar decisiones geométricas sencillas y
rigurosas, de aplicacién inmediata. Para cerciorarnos de ello es imprescindible
calcular los semilados de los rectangulos de error a partir de las matrices varianza
covarianza y los semiejes de las figuras de error a partir de los autovalores
(de la matriz varianza covarianza), y compararlos, como hemos hecho en esta

publicacion®.

SEn nuestros ejemplos los semilados (en realidad siempre desviaciones tipicas) y los semiejes
canonicos de las figuras de error son tan similares que aunque las variables tienen covarianzas, lo
que implica dependencia entre ellas, podemos aplicar la expresion de probabilidad multivariante
general:

Prrozn =2"- [(N(O’ 1)5]71

En el caso contrario habria que recurrir al PD2. La aplicacion del PD2 prescinde de las formas
lineales incrementos de coordenadas entre vértices libres y obtiene del sistema una matriz varianza
covarianza diagonal, de modo que los semiejes del hiperelipsoide de error son siempre canénicos y
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12° En definitiva, el método desarrollado permite avanzar en el Proyecto, Ajuste e
Interpretacion de una Red Local, estableciendo criterios geométricos, algebraicos

y probabilisticos rigurosos de comprobacion y control a lo largo de todo el proceso.

13°'Y solamente queda el problema de la densificacion de la Red, con idéntico rigor
y sin trabajo de campo adicional y el estudio de su evolucién en el tiempo. Sera

(D.m.), objeto las dos proximas publicaciones.

podemos aplicar con todo rigor la expresion anterior de fiabilidad simultanea. Cfr. M.J. JIMENEZ
MARTINEZ, ET ALT. “Recintos de error y su interpretaciéon en el ajuste gaussiano de una
red local observada con GNSS y ajustada por incrementos de coordenadas”. Opus cit.
Epigrafe 2.8.
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