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Resumen

El método general de ajuste gaussiano por minimadrados permite directamente una
amplia gama de aplicaciones y no seria correctendet que se dedica s6lo a definir
las coordenadas de los vértices de una red local.

El presente articulo se centra en la posibilidad atbcionar a la red inicial la unas
condiciones externas (condiciones geométricas, asuesbservables, condiciones
fisicas...) topogréficas o no, siempre que puedamskridas en el modelo matemético
inicial porque son condiciones lineales o linealies. Con el método de ajustes
coordinados sera posible:

- adicionar o suprimir uno o un grupo de obsengble
- adicionar funciones de variables o parametrogeseral.

El presente trabajo completa seis publicacioneterianes que constituyen la
preparacion previa e imprescindible  para su @stydcomprension. Los cuatro
articulos publicados estan en la Revista Digitakw.racv.es/racv “Progreso en la
practica del Ajuste Gaussiano de una red localobt&te Triangulateracion”, “Ajuste
Gaussiano de redes por el método de Increment@oaelenadas”, “Recintos de error
y Su interpretacion en el Ajuste Gaussiano de @dalocal observada con GNSS y
ajustada por incrementos de coordenadas. TeorieaxisP, “Cuestiones basicas en
interpretacion de una red clasica libre ajustada gdométodo de incrementos de
coordenadas”, “El Problema Principal de Disefio. diferacion a partir de la Solucion
Inversa Generalizada Reciproca con Zonas de DGhsthignificacion” y por dltimo
“Sobre la Evolucién en el Tiempo de una Red LoCahtrol de Deformaciones”.
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Abstract

General method of Gaussian adjustment by leastrasjualow us a large range of uses,
so not only we can use it to establish the vertaxdinates of a local network.

Current research focuses in the possibility to aegternal requirements (geometrics,
new observables, physical requirements...) topogcaphinon topographic, if they
could be included to the initial mathematic modetduse are linear requirements or are
under linearization conditions.

The sequential least squares Adjustment methodsils:

- Add or delete one or a group of observables.

- Add variable functions or parameters in general.
Present research complete previous six publicatibias set up the previous and
essential training for its study and comprehensibhe six researches have been
published by Digital Journavww.racv.es/racv “Progreso en la practica del Ajuste
Gaussiano de una red local. Método de Triangulaterg “Ajuste Gaussiano de redes
por el método de Incrementos de Coordenadas”, ifiRecde error y su interpretacion
en el Ajuste Gaussiano de una red local observama GNSS y ajustada por
incrementos de coordenadas. Teoria y Praxis”, “@uess basicas en interpretacion de
una red clasica libre ajustada por el método deementos de coordenadas”, “El
Problema Principal de Disefio. Densificacion a padée la Solucion Inversa
Generalizada Reciproca con Zonas de Distinta $tgeibn” and the last “Sobre la
Evolucion en el Tiempo de una Red Local. ControDééormaciones”.
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Preambulo

Avanzar en cualquier aspecto de la Optimizacion y Diseno de Redes Geodésicas ha
sido, es y puede aventurarse que sera empeno constante de la comunidad cientifica

desde que es datable su propia existencia.

Serfa tan farragoso como inttil intentar siquiera una relacién cronologica de
trabajos y publicaciones. Baste como ejemplo cercano, la TAG (International
Asociation of Geodesy), Institucion del més alto prestigio que ha celebrado en

2012 el 150 aniversario de su fundacion.

Durante todo este tiempo, de una manera o de otra, la tematica indicada ha sido
objeto preferente de la atencion corporativa e individual de sus miembros a través
de Congresos, Simposia y Publicaciones. Especialmente en la editora multinacional

de primera fila cientifica y técnica Springer.

Los denominados Problemas de Diseno fueron objeto especifico y titularon
como “Optimization and Design of Geodetic Networks” el Tercer Curso de la
International School of Advanced Geodesy celebrado en Erice (Italia) del 25 de
Abril al 10 de Mayo de 1984. De nuevo y con el titulo de “Geodetic To Day”,
en buena parte del Symposium celebrado del 30 de Mayo al 3 de Junio de 1994
en L’Aquila (Italia). Del mismo modo en Jaén (Espana), 17 a 19 de Marzo de
2005, Symposium titulado “Geodetic Deformation Monitoring: From Geophysical
to Engineering Roles”, especifico de la teméatica en que se inserta el presente

trabajo! . Y asi sucesivamente.

1Ultimo, por el momento, de la labor investigadora en microgeodesia y redes locales de la
UPV. Es obligado citar M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales. Microgeodesia”,
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Con este condicionado pretender ser innovadores parece misién imposible. Pero no
todo esta escrito, ni lo estara. Y por ello, la aplicacién de la instrumentacion de
vanguardia GNSS que facilita de forma notable el método de ajustes coordinados y
el mas novedoso de ajuste homogéneo por incrementos de coordenadas, dentro de
la que, hoy por hoy, entendemos dificilmente superable metodologia gaussiana nos
han permitido albergar la esperanza de aportar alguna novedad en el contexto de
la determinacion microgeodésica general de deformaciones o variacion en el tiempo
de redes locales, topograficas y no topograficas elaborando el trabajo que sigue. En
su desarrollo orientaremos la investigacion, y doctrina fundamentalmente hacia la

praxis en estas ultimas.

Se trata de acceder al conocimiento de la realidad fisica, en especial en nuestro

caso por lo que a su geometria concierne, incluyendo evolucion temporal.

El método general de ajuste gaussiano por minimos cuadrados permite directa-
mente en metodologia que podemos llamar clésica una amplia gama de aplica-
ciones y no seria correcto entender que es tan soélo util para definir las coordenadas
de los vértices de una red local. Ademés permite su utilizaciéon en cualquier tra-
bajo que requiera adicionar a la red la cumplimentacién de condiciones externas,
topogréaficas o no, con la tnica condicion de que puedan ser incluidas en el modelo
matematico general linealizable. Lo que no siempre es sencillo de lograr. Veremos

una aplicacion.

Ello sera previo al objeto central de esta primera parte del trabajo, dedicada al
Método de los Ajustes Coordinados, que confiere al gaussiano clasico una mayor

facilidad y potencial de actuacion. Esperamos poderlo justificar.

Paraninfo 1996. “Diseno de Redes y Control de Deformaciones. Los problemas del Datum y
Principal de Diseno”. UPV- Valencia, 2007. Muy especialmente la Tesis Doctoral “Innovaciones
y avances en Ajustes Gaussianos de Redes Locales: Metodos de Triangulateracion homogénea y
de Incrementos de Coordenadas. Interpretacion de resultados, densificacion virtual equiprecisa y
evolucioén en el tiempo”, de M.J. JIMENEZ MARTINEZ. UPV. Valencia, 2013.
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Capitulo 1

Método de los Ajustes Coordinados.
El Problema de Diseno de Orden
Uno (PD1)

La moderna teoria y practica del diseno de redes topograficas aborda con la
denominacion de Problema de Diseno de Orden Uno (PD1) cuanto concierne a
la optimizacion de la configuracion geométrica de la distribucién de puntos de la
red. Descriptivamente se ha definido la cuestion en la pregunta: «;Doénde observar
y qué vértices elegir?»!. Sin embargo, entendemos que es més exacto completar la
pregunta formulandola como «;Do6nde observar y qué vértices elegir, en funciéon del
condicionado impuesto por la realidad fisica?». Y entendiendo por condicionado
no solo el puramente geométrico, sino cualquier otro, externo o interno a la red y

su evolucion temporal, que sea preceptivo aceptar.

La razon es simple. Siendo bien conocidas las matrices de disenio A, de variables
o parametros, y B, de observables, que junto con la matriz P de pesos a priori
permiten el calculo de las matrices cofactor de criterio a posteriori, la metodologia
clasica se ve obligada a afrontar el problema en el caso gaussiano mas general,

lo que en la practica acostumbra a ser ciertamente complejo, o fraccionarlo con

M. CHUECA ET ALT. “Redes Topogréficas y Locales. Microgeodesia” pgs. 93 y sig, 379 y sig.

7
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pérdida de rigor tratdndole como es practica mas comin segin el método particular

de observaciones indirectas u ocasionalmente el de ecuaciones de condicion.

Por otra parte, se demuestra deseable y muy ventajoso que las matrices A y
B puedan expresarse con las mismas variables homogeneas, directamente rela-
cionadas o, mejor atin, consideradas como observables. Entonces los sistemas
lineales definidos por aquellas podran considerarse como uno solo, de cumpli-
mentacion simultanea. Si ademas la matriz A es de elementos exactos, el problema
de los redondeos se aminora notablemente. Del mismo modo, conseguir la homo-
geneidad de observables permite una ponderacion rigurosa. Y todo reunido hace
asequible un tratamiento general y completo de calculo mas sencillo y, sobre todo,
mejora el cifrado e interpretacion de resultados en poder de afirmacion estadistico
y flexibilidad de aplicacion a zonas de la red de distinta significaciéon. Es claro que
con todo ello las necesarias simulaciones, pruebas y ensayos previos al establec-
imiento definivo de la normativa de realizacion del proyecto y, en definitiva, el

conjunto del trabajo encomendado, se ven muy favorecidos.

En conclusiéon, creemos poder justificar en las paginas siguientes que el avance
e innovacion descritos pueden favorecerse aplicando la instrumentacion GNSS
simultdneamente con la metodologia de Incrementos de Coordenadas y Ajustes

Coordinados antes citados.

Asi, se estard en condiciones de realizar cuantas simulaciones o ajustes reales
entienda necesario el proyectista, supuesta disponible suficiente capacidad de
calculo, cuestion que en la inmensa mayoria de los casos ya no representa obstaculo

alguno, y al efecto sera posible:
- adicionar o suprimir uno o un grupo de observables
- adicionar funciones de variables o pardmetros en general

v el caso particular e importante de adicionar funciones de variables o pardmetros

que presentan la condicion de observables.

De tal manera que se consiga formular y tratar el modelo matematico conjunto
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de la realidad fisica en estudio, en un muy amplio margen de posibilidades de
actuacion practica, y resolverlo formulando su soluciéon gaussiana e interpretacion

estadistica rigurosa de resultados y su evolucién en el tiempo.

Y todo ello manteniendo la utilidad de los célculos efectuados desde el primer
ajuste, que se completaran exclusivamente en lo concerniente a las modificaciones
efectuadas. Asi segiin hemos escrito en ocasién anterior se pretende avanzar en
la respuesta a las cada vez mas estrechas exigencias que es preciso afrontar, no
solo en las aplicaciones concernientes a zonas amplias y necesariamente curvas del
esferoide terrestre, sino en lo que hemos dado en llamar redes locales reducibles a

planas y aplicaciones no topograficas.

Asi se pretende contribuir al esfuerzo conjunto de disefio, ajuste, calculo,
interpretacion de resultados y analisis de la evoluciéon temporal de una red local
dirigido como en cualquier actividad profesional técnica a la adopcion de decisiones

logicas en base a las prescripciones exigibles a priori, sobre:

- Su configuracién; es decir, la mejor localizacion de sus vértices en funcion de
las prescripciones impuestas por la realidad fisica y el establecimiento de las

metodologias de observacion, calculo e interpretacion de resultados.
- La garantia de cumplimentacion rigurosa del modelo matematico establecido.
- Los recursos materiales y humanos a emplear.

- Las alternativas de coste en tiempo y dinero que razonablemente se pueden

considerar asequibles.

Todo ello persiguiendo un nuevo avance hacia la optimizacion del trabajo en
cualquiera de sus fases, de proyecto, ejecucion, formulacion e interpretacion de
resultados e incluso aprovechamiento de otros trabajos preexistentes, completan-

dolos debidamente si fuera preciso?.

2La teorfa de la decisién propone, entre otras, la “funcién de riesgo” como el objetivo final a
lograr de la forma:

Z=Rp-TH+Rs-S

donde T describe las exigencias técnicas requeridas, S los costes de toda indole, Ry los factores
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1.1. Caso General

En su caso més general, supongamos la red definida con la notacion usual por el

modelo matematico:
Fi(cta Xs) =0
1€1,2,3,..., uy

tel, 2,3,...,m
s€l,2,3,...n (1)

v que la realidad fisica prescribe ademés la cumplimentacion simultanea del modelo

matematico adicional definido por:

F;(C, X5)=0

j€1,2, 3,..., us

rel, 2, 3,.., ms

s€el, 2 3,..,m (2)

que soélo tiene en comun con el primero el vector de variables o pardmetros X;.

Se tratara pues de resolver el ajuste de una red de n variables o pardmetros definida

por el modelo matemético:

compuesto por:
u1 + u9 ecuaciones
my + my observables (4)

siendo conocido el modelo estocastico a priori definido por la matriz diagonal de

pesos:

estandar de precision y Rg los factores estandar econdémicos que contrapesan a los anteriores,
disminuyendo el costo a expensas de la precision y reciprocamente. Creemos que no tiene maés
interés que el puramente académico.

10
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P 0 diag — 0
Pm1+m2,1 = : = 0(2) ’ T (5)
0 P 0 diag —

m2r

donde
P, = matriz de pesos a priori de los m; observables del modelo matemético F;
P, = matriz de pesos a priori de los my observables del modelo matemético F;

o2 = estimador a priori de la varianza del observable de peso unidad, que debe
ser comun a los my; + mo observables. Pudiendo ser 08 = s = 1, si el trabajo lo

permite
o2, = varianza a priori del observable genérico de orden ¢ del grupo m,

0.2

= o, = varianza a priori del observable genérico de orden r del grupo mo

Siendo por lo tanto la matriz cofactor de observables a priori:

) ) P10
Q = Qm1+m2,m1+m2 =P =P mi+ma, mi+me — =
0 P!
o diag o2, 0 o > 0 _ 1y
"0 0 diag 02,4, "0 0 2 70
Q1 0
= (6)
0 @

Y1 = matriz diagonal de varianzas a priori de los my observables de F;

>y = matriz diagonal de variazas a priori de los my observables de Fj

> = matriz diagonal de varianzas a priori de los m; + mq observables de F; + F)
()1 = matriz cofactor a priori de los m; observables de F;

(2 = matriz cofactor a priori de los my observables de F}

() = matriz cofactor a priori de los m; + my observables de F; + F;

segln la notaciéon usual.

11
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Una primera e importante cuestion es que si se estd tratando con observables
clasicos, independientes a priori, las expresiones anteriores son rigurosamente
adecuadas. Pero la matriz varianza covarianza a priori de los observables, tipo
GNSS, que llamamos modernos, es completa y consecuentemente también su
matriz de pesos. No son ajustables directamente por procedimientos gaussianos.
Dichos observables se entenderdn previamente homogeneizados y ajustados por los
procedimientos y metodos que hemos llamado de triangulateracion o, mejor, de

incrementos de coordenadas.

Supuesto lo que antecede, en rutina operativa de célculo escribiremos a
continuacion las derivadas parciales o elementos de las matrices de diseno, A, B, y
componentes de los vectores columna de términos independientes K, y correcciones
a variables o parametros dr ~ x, residuos de obhservables dC =~ R, segln la

secuencia y doctrina bien conocida sucesivamente:

Elementos de la matriz A;:

_ OF;
A = OXs(Xa,Op)
con :
X=Xtz
Ot - OT + Rl

Elementos de la matriz By:

Bi = 3Ct<i§i, or)

Componentes del vector Ky = —F;(X,, Or)
Componentes del vector dz ~ x
Componentes del vector dC; ~ R, (7)
Con subindice 1 referido al modelo F;
Elementos de la matriz A,:

4= o ton

12
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con :
X=X, +z
C, =0r+ Ry
B OF;

2 = =
aCT(XaaOR)

Componentes del vector Ky = —F};(X,, Og)
Componentes del vector dr ~ x
Componentes del vector dC, ~ R (8)
Con subindice 2 referido al modelo F}

Y la funcion Gauss-Lagrange a minimizar, aceptado que sea licito la linealizacion

de F; y F}, resulta inmediata siendo de la forma:

Q=RI' P, Ri+RY-Py-Ry—2- M- (A 2+ B, R — Ky)—

Funcion de los 5 vectores Ry, Ro, x, A1, A2 incognitas a determinar por medio del

sistema lineal a las derivadas parciales:

(22)=R{ - P -\ -Bi=0

N |#—=

@):RQT.]JQ_,\QT.BQZQ

N | =

N | =

N | =

(

(
(ﬁ):—(BlRl—f—AllL'—Kl)T:O

(

M) = —(By Ryt Ay-z— Ko)T =0 (10)

N | =

que se resuelve por desarrollo y método generales de rutina. Sucesivamente
Trasponiendo en (10) obtenemos (11):

P R —BF )\ =0

Py-Ry— BT )\ =0

13
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AT N+ AT D=0
Bl'Rl—FAl'ﬂ?—Kl:O
BQ'R2+A2'Z'—K2:0

de donde, despejando R; y Ry en las dos primeras ecuaciones, sustituyendo en las

dos ultimas y despejando los pardmetros de Lagrange A\; v s :
Ry=P ' Bl -\

Ry =Py'- Bl )\

By -Pr'Bl AN+ A 2—-K =0

By - Pyl B Mg+ Ay 2 —Ky=0

M=—(B-P'-BO™L (A2 - Ky)

AN =—M" (A2 — K))

Ao =—(By- Pyt BNt (Ay -2 — Ky)

Ay =—My - (Ay- 2 — Ky) (12)

y sustituyendo A; y A en la tercera ecuacion de (11) obtenemos:

AT M= (Ao — Ky) + AL My (Ao — Ky) =0

(AT M=t A+ AT MY Ay) oo = (AT - MY Ky + AT - Myt K) (13)
sistema de ecuaciones normales de soluciéon inversa generalizada reciproca:

v= (AT M V- A+ AT My Ay) (AT MY K+ AT MU KS) (14)
que habitualmente admite particularizacion segun alguna de las dos siguientes
= (AT - M7V A+ AT My AT (AT M K+ AL My K)

x= (AT M7V A+ AL M AT (AT M K+ AT ML KG) (15)
soluciones pseudoinversa y determinista con inversa de Cayley.

Es destacable la similitud de las soluciones deducidas con la de modelo tnico, de

aplicacion universal.

14
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Directamente puede escribirse la expresion de la matriz cofactor a posteriori de

variables o parametros:

Qrz = (AlT MU A+ Ag - Myt Ay)”

Quw = (AT - M7t Ay + AT - Myt - Ap)*t

Que = (AT - M7V Ay + AT - M1 Ap) 7! (16)
cualquiera que sea el caso en presencia.

El resto de la doctrina es ya trivial para el ajuste conjunto. Sin embargo y para
las aplicaciones que sucesivamente se irdan tratando, es fundamental estudiar,
cifrar e interpretar los resultados en funcién del primer modelo F;, adicionando
o suprimiendo observables, o funciones de variables sucesivamente y segtin sea
requerido por el trabajo en curso, sea en fase de proyecto o ejecucion. Ello permite
la apertura a un amplio campo de aplicaciones, especialmente en la determinaciéon
y control de zonas de distinta significacion y evolucion de redes en el tiempo, sean

topograficas o no topograficas.

Se trata pues de definir:

Que = Quer + DQue  (17)
siendo

Quar = (AT - M1 - A=t (18)

matriz cofactor de variables o pardmetros correspondiente al primer modelo

matematico Fj, asi como:

r=ux1+D, (19)

vy = (AT M7t AN AT M LK (20)

siendo D@, v D, las variaciones experimentadas por .1 v x; al agregar el
modelo F}, completando asi el cdlculo del ajuste inicial. Del mismo modo se

operara con todos los vectores y matrices restantes de criterio a posteriori y demas

elementos de interpretacion de resultados.

15
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1.1.1. Desarrollo y calculo
1.1.1.1. Cuestiones previas

Sustituyendo el valor de A\; tomado de (12), sexta ecuacion, en (11), tercera

ecuacion, se obtiene:

(AT M=t Ao — AT Xy = AT - M7 K, (21)
que junto con la octava expresion de (12) es decir:

Ay = =My~ (Ay -z — K5), y despejando K, resulta
Ay x+ My - Ny = K, (22)

forman un sistema que puede expresarse segtn la forma matricial fundamental:

AT Mt A, AT x AT MV K
1 1 1 2 ) _ 1 1 1 (23)
AQ _MQ _)\2 KQ

Eliminando Ay se obtiene evidentemente y por otro procedimiento al empleado

anteriormente el sistema de ecuaciones normales (13).

En forma simplificada:

Xz
N - =W (24)
)\

cuya solucion més general serd

i

=N—-W  (25)
)y
xr

:N+-W
—Xy
T

=N"L.W (25
—Xy

como anteriormente.
Poniendo de manifiesto las dimensiones de cada matriz componente se tendra:

16
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T -1 T
N = Al'n,ul MULUI Alulan A2n,u2 -
AQuQ, n _Mu27 u2

N, N,
= = Nntus, ntus (26)
Notyy.n Nz, o,
que corresponden a las soluciones (14) y (15) de la red conjunta, modelo F; + Fj,

libre y ligada.

Las aplicaciones de la teoria basica descrita son amplisimas y en nuestra opinién
muy escasamente investigadas hasta ahora. En las péginas que siguen vamos
a recopilar algunos logros importantes y avanzar en el supuesto determinista,
red ligada, que entendemos cubre cumplidamente un muy amplio espectro de la

practica profesional moderna.

Ello supone aceptar que N es de rango completo. Es decir, segin (26) se tendra:
Rango de N = R(N) = n + uy, completo (27)

lo que exige

R (Nll'n,n) = R (AT M_l ' Alul,n) =n (28)

Injup 7 lug,ug
R(Nag,, ,,)=R(M,,, . )=1us
Ambas matrices seran invertibles por Cayley.

En consecuencia, podra escribirse

R (N22u2,u2) = R (Mu27u2> = R (BQuQ,'rnQ ' P_l : BT = UQ (29)

2777.2,m2 2m21u2
Lo que puede admitirse siempre con un proyecto correctamente estructurado. En

efecto, los elementos de la matriz B- son coeficientes de las ecuaciones y/o

-
formas lineales del modelo F}, que no tiene sentido agregar al F; conteniendo
alguna que sea combinacion lineal de las otras. Deben ser independientes, luego
el rango de la matriz sera siempre completo. Y la matriz inversa P2_n112,m2 de pesos
de observables también preceptivamente independientes y que hemos supuesto

diagonal, proceda de observables clasicos o GNSS homogeneizados sera de rango

completo. El producto (29) también lo seré.
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Por lo que respecta a la restante condicion, escribir:

R(Nu,.,) = R(Snn) = R(AT M AL (30)

L,y g
equivale a aceptar que la red inicial definida por el modelo F; sea determinista y
por, lo tanto su matriz de diseno 5, ,, de rango completo. Ello supone un obstaculo
frecuentemente insalvable para el desarrollo clasico. Sin embargo, la metodologia
mas avanzada que vamos a aplicar permite disponer siempre en las cercanias de
la red en estudio de a lo menos un vértice GNSS (procedente de EUREF, o de

cualquier otra denominacion), aceptable como exacto. Es todo lo que se necesita

para resolver cualquier supuesto.

Efectivamente, el defecto de rango de cualquier red libre F; ajustada por
incrementos de coordenadas a partir de observables GNSS vale en principio y como
méaximo d = 2, caso planimétrico, o d = 3 caso tridimensional. Basta adicionar un
vértice como se ha dicho para pasar a red ligada. Y no olvidemos, una vez maés,
que la realidad fisica siempre es determinista, con una tnica soluciéon a la que hay

que acercar el calculo cuanto sea posible.

Adicionalmente, y con el mismo argumento aportado para la matriz Bs, . , la
2, M9
. . AT , <,
matriz Noi,, , = Az, , y su traspuesta Ny, , = A%uz, seran también de rango
completo. Consideraremos asi y de ahora en adelante como completas a todas las

matrices que componen la matriz N y por ende, a ella misma.

Finalmente, N sera también simétrica. Efectivamente es trivial que

T
T -1 T
NT o NT _ Aln,ul Muhul Alulvn A2n,u2 _
- “'ntug,ntuz T -
A2u2,n _Mu2>u2
T
T -1 T
- Aln,ul : M'lLl,’u,l ' Alul,n A2n’u2 _
—_— . 71 . T
A2“27" BZ“Q»"WQ P2m2’ mo B2m2,u2
T -1 T
. "41%”1 . Mul,ul ' A1u1,n "42%“2 .
—_— . 71 . T
A2u2,n B2u2,7n2 P2m2’ mo B2m27u2
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N, N, .,
= = Nn+U27n+u2 (31)
Novy, o Nozy, o,

Por otro lado, merece la pena mencionar siquiera algunas aplicaciones actuales
bien contrastadas con la experiencia practica del Método de Ajustes Coordinados

y Problema de Diseno Ampliado de Orden Uno (PD1) que hemos definido.

Refiriéndonos siempre al Método de Observaciones Indirectas y en primer lugar,
la solucion inversa generalizada de una red local cualquiera puede escribirse segin

el sistema de ecuaciones normales®

AT .p. A AT x AT p. K
1 LAy _ 1 1 (32)
A 0 — A2 0

donde el modelo F; se ha linealizado como
Fi gAlml,n 'xn,l _K1m1,1 (33)

y corresponde a una red libre con defecto de rango definido excepcionalmente con la
notacion 0 para evitar ambigiiedad con la usual d, que utilizaremos para designar

el vector de deformaciones. Asi, escribimos
d=n—R(AT - P-A)=n—-R(S) (34)
y siendo el modelo F; también linealizado
F; = Asgy o @p1 =0 (35)

tal que Ass, , resulte una matriz cualquiera, arbitraria, de rango completo,

condicién necesaria pero no suficiente

3M. CuuecA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales. Microgeodesia”, Opus. Cit. pg.200 y
sig., M.J. JIMENEZ MARTINEZ, Tesis Doctoral “Innovaciones y avances en Ajustes Gaussianos
de Redes Locales: Metodos de Triangulateracion homogénea y de Incrementos de Coordenadas.
Interpretacion de resultados, densificacion virtual equiprecisa y evolucion en el tiempo”, Opus
cit.
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R(A)=06>06  (36)

Ademas, condicién necesaria y suficiente, es facil ver que los elementos de las filas

y columnas de Ass, , no deben ser combinacion lineal de los correspondientes

en sus paralelas de S; = AT . P . A;. Si asi fuera resultard nulo el
: Al -P- A A7 o
determinante , comprobacién inexcusable en fase de proyecto,
A, 0

previa a la aceptacion, rechazo o modificacién en su caso de Ags, .

Supongamos como evidencia empirica que se trata de un sencillo supuesto en que

1 2 3
S = AT . pP. A = 2 3 5 |, simétrica segin debe ser y con la tercera fila
3 5 8

R(S1) = R(AT - P-A)) =2
o columna suma de las otras dos. Entonces y sea
d=mn— R (Sl) =1
As = R(6 10 16)
R(Ay)=1=6=9¢

Donde los elementos de As son respectivamente suma de los elementos de las tres filas

de S7 . Se escribira por tanto

1 2 3 6

V| = AT . p. Ay AT _ 2 3 5 10
Ay 0 3 5 8 16

6 10 16 0

Pero por Teoria de Determinantes se sabe que un determinante no varia si se agrega a
una fila o columna otras varias paralelas multiplicadas respectivamente cada una de ellas
por cantidades arbitrarias cualquiera. Es decir, cuando se agrega a una fila o columna
una combinacion lineal de cualquier numero de paralelas a ella. Asi, sumemos a la cuarta
fila o columna de |N| la suma de sus tres paralelas multiplicadas cada una por (-1). Se

sigue, operando en la cuarta columna:

20



M.J. Jiménez Martinez, N. Quesada Olmo, M. Chueca Pazos

1 2 3 6 1 2 3 0
AT . p. Ay AT 2 3 5 10 2 3 5 0
IN| = = = = 32
Ay 0 3 5 8 16 35 8 0
6 10 16 0 6 10 16 —32

2 3 5[=32-51=0
3 5 8

por ser la matriz cuadrada y simétrica S deficiente de rango y su determinante, nulo.

La matriz N sera también deficiente de rango en una unidad, es claro que R(N) =3y
no tendra inversa de Cayley. Por tanto, aunque es de rango completo, no es valida para

el calculo emprendido y debe reconsiderarse el proyecto.

Bien entendido lo que antecede, supongamos que en cualquier caso, que el defecto
de rango del ajuste definido por el modelo F; se ha logrado compensar por Fj,

desapareciendo la indeterminacion.

A continuacién, como ejemplo y para fijar ideas, particularizamos para 6; = 9,
segtin extendida practica profesional en proyecto y ejecucion, que permite acceder
a la solucién seudoinversa y a las inversas generalizadas reciprocas de aplicacion

en zonas de distinta significacion. Asi podra escribirse sucesivamente?:

T T
Anym'PT'%m'Alm,n AQn,é ZL‘n’l
A26,n 0576 _)\251 1
T
Ay, L Poom s Ka,,
= (37)
05,5
xn, 1
Nn+5, n+d = Wn+4,1
_)\2
1 n+d, 1

4Ocasionalmente y para facilitar la lectura se prefiere reproducir férmulas ya deducidas en
evitacion de un exceso de citas a paginas anteriores y/o notas de pie.
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R (Nypis,nt6) = R(N) = n + 6 = completo (38)

Tn, 1
_)‘25,1
—1
T T T
An,m'Pmam‘Alm,n A2n5 Amm‘Pmym.Klm,l
Ag 05,5 05,5

Tn,1 1
= Nn+6, n+d Wn+6, 1
_)‘25,1

Solucion ajustada de red libre con infinitas soluciones asesgadas y consistentes
asociadas a matrices inversas generalizadas reciprocas generadas al variar A,
arbitrariamente, segin las caracteristicas especificas del problema en presencia

y teoria conocida.

Asi, puede establecerse también la solucion seudoinversa, tinica, bien conocida, que

da lugar a minima correcciéon en modulo del vector de variables o parametros
| x |= minimo

bastando con particularizar®

Ay, = E,;, = matriz de constrenimientos
d,n » T

dando lugar a

-1
T T T
Anm‘Pmam'Alm,n Ed,n An,m‘Pm7m.K1

_ R . m, 1 (40)
Eq 0d,d 0d,d

Ibidem. M. CHUECA ET ALT. Pg 219 y sig. Ibidem Tesis Doctoral M.J. JIMENEZ MARTINEZ.
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solucion llamada pseudoinversa, asociada a la matriz de dicha denominacion.

Y dentro de la teoria y praxis de las zonas de distinta significacion®, es relevante
la aplicacion en que, a partir de la matriz de constrenimientos puede dividirse el
espacio cubierto por una red libre en dos zonas definidas, una de ellas por cualquier

circunstancia fisica o geométrica y sean las representadas por el vector:

T, (41)

(3

i€1,2 3, ..

y el resto por presentar minima correcciéon en modulo del vector de variables y

sean

.I’(,j (42)

jEi+1,i+2,i+3,.., 0

siendo evidentemente

x(l
Tn,1 = (43)
Ty
n,1l
bastard con utilizar en ajuste coordinado la matriz de constrenimientos corre-
spondiente a la red de que se trate, sustituyendo por ceros todos los elementos
correspondientes a las coordenadas aproximadas a priori X, correspondientes a

las correcciones x,. Asi, si por ejemplo el defecto de rango fuera d = 4 maximo en

planimetria, se escribira:

0 ... 0 1 0o ... 1 0
0 ... 0 0 1 e 0 1
0 o 0 —Yiy Xir o —Y, X,
0 o 0 Xit Y oo Xn Y,

M. CHUECA ET ALT.. “Disefio de Redes y Control de Deformaciones. Los problemas del
Datum y Principal de Disefio”.Opus cit. pg 50 y sig. Ibidem la Tesis Doctoral Dra. M.J. JIMENEZ
MARTINEZ.
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y el problema se resuelve segin las expresiones que siguen, en las que se explicita

la division del vector columna de correcciones x en sus dos fracciones (43). Es decir

La; 1
Tnp,1 = (45)
xbn—i,l
y el resultado es
La;
Tn, 1
- Lby i1 -
_/\2d,1
_)‘Qd,1
-1
T T T
o Aln.’m ' Pmym : Alm,n AQd’n Aln’m : Pm,m : Klm_yl
Az, 04, q 04, a
La; T
Tn, 1 Aln,m : Pm,m : Klm,l
| o |- (46)
—A2y 04, q
_)\2d,1

como debia suceder.

El resultado sera unico y podra obtenerse segin (46), solucion asociada también
a una matriz inversa generalizada operando con las matrices A y E. En el caso
contemplado puede formularse el resultado mediante dos matrices especificas, una

pseudoinversa cuya solucién es z; y otra inversa de Cayley’ cuya solucion es x,.

En resumen, el método de ajustes coordinados permite obtener los resultados
del vector de correcciones = en cuantos supuestos se entiendan procedentes
con sencillez y alto rendimiento. No obstante, es claro que la presencia de los
pardmetros de Lagrange A\, dificultan la formulaciéon de las matrices, vectores y

estimadores generales de criterio a posteriori.

Su utilidad por ello es indiscutible en fase de proyecto, diseno y simulacion,

ahorrando tiempo y calculos. También como comprobacién de los resultados

“Tbhidem.
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definitivos a adoptar en cuanto al vector x se refiere determinado por el método
usual. Pero es preferible utilizar este tdltimo, en las fases siguientes tltimas de

interpretacion de resultados.

1.1.1.2. Metodologia y proceso de calculo

Volviendo al proceso general de célculo, justificaremos que es esencial para el
desarrollo del método y alcanzar con buen éxito los fines previstos, especialmente

en estudio de deformaciones, la determinacién de DQ,, y Dz segtn se definen en
(17) v (19).

El proceso de calculo se presenta ciertamente prolijo. La soluciéon que sigue,
aplicando directamente conceptos generales de Algebra Matricial, contenidos en
cualquier Manual de nivel suficiente, es en nuestra opinién, riguroso y asequible.

Recordemos la teoria:

Es asi que si en una matriz cuadrada cualquiera N de rango completo pueden
determinarse dos matrices L;, llamada inversa izquierda de N, y Lj;, inversa

derecha, de la misma dimensién y rango que cumplan:

L;-N=1

N-Ly=1  (47)

se podra escribir

L[-N-LU:(L['N)'LH:I'LH:LH

Ly -N-Lyp=L;-(N-Ly)=L;- I =1L; (48)
puesto que el producto matricial, si existe, no es en general conmutativo, pero si
que es siempre asociativo.

En consecuencia
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L[:L[[:L:Nil (49)

L = matriz inversa de N, llamada de Cayley, tnica.

reciprocamente
Li'=L;j}=L"1'=N  (50)

N = matriz inversa de L, tnica.

y en (47)

L-N=L-L7'=1

N-L=N-N1'=T

L-N=N1!'N=1I

N-L=L'-L=1 (51)

caso particular de producto conmutativo de dos matrices cuadradas inversas.

Y se demuestra que siendo

-1

1 Lll L12 Nll N12
Li=Ljy=L=N"'= = (52)
Lgl L22 N21 N22

puede escribirse L en las dos formas siguientes

Solucion L = L;

Liy = Nip' 4+ Nt - Nig - (Nag — Nog - Nij' - Nyg) ™t Noy - Nyt =
=N + Nt - Nig - U~ Noy - Nyt

Lis==Nj' - Nig+ (Nag — Noy - N;i' - Nyp) ™ =

= NNy U
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Ly1 = —(Naz — Nag - Ni' - Nig) ™ Noy - Ny =

= U Ny - N

Ly = (Nog — Noy - Nii' - Nip) "' =U (53)

siendo

U= (Nyp— Noy - Ni' - Nio)=™! (54)

Solucion L = Ly

Ly = (Niy — Nig- Nyg' - Noyy) 1=V

Lig = —(Ni1 — Nig - Nog' - Nay)7h - Nig - Noy' =V - Nyg - Nog'
Ly1 = —Ng' - Nog - (N11 — Nig - Nogg' - N1 ) ™' = —=Ngg" - Noy - V
Loy = Nyp' + Nag' - Noy - (N11 — Ny - Ngg' - Nog) ™' - Nip - Ny =
= N3' + N3t - Nog -V - Nip - Nog' (55)

siendo

V = (Nig — Nig - Nyg" - Noy) ™! (56)

Puede apreciarse la analogia de estructura de ambas matrices en funciéon de las U

y V.

La demostracion del enunciado propuesto no tiene mayor interés. Sin embargo,

indicaremos a continuaciéon su desarrollo solo a efectos de completar la teoria.

Se deberd cumplir

Nii Nig Lyy Ly Ly Ly Ni1 Nipg
N . L - . = . —
Na1 No Loy Lo Loy Lo Na1 Noay
I 0
= =1 (57)
0 I
luego

Nit- Lyt +Nig- Loy =1
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Nit-Lig+ Nig-Lyp =0
Noy - Ly + Nayg - Loy =0

Noj - Lig 4+ Nag - Loy =1

Lii - Nii+ Lig-Noy =1
Ly Nig+ Liag- Nyp =0
Loy - Ni1+ Lag - Noy =0
Loy - Nig+ Lag - Nog = 1

Sistema de ocho ecuaciones en donde podemos despejar en las dos formas deseadas
las matrices L;; en funcion de las N;;. Asi, para obtener la solucion L;, se procedera

de la siguiente forma:

1. Multiplicaremos por la izquierda a los dos miembros de las dos primeras

ecuaciones por Ni;' v por N,' a los de la tercera y cuarta.

2. Multiplicaremos por la derecha a los dos miembros de las ecuaciones quinta y

séptima por N;' v por Nyp' a los de la sexta y octava:
L1+ Nyt - Nyg - Ly = Ny

Lig+ Nyt - Nig - Lyy = 0

Nsg' “ Noy+ Lyp + Loy = 0

N2_21 “ Noy - L1g + Loy = N2—21

Liy 4 Liz - Noy - Nt = Nyp'

Ly - Nig - Nyg' + Loy =0

Loy + Loy - Noy - Nij' = 0

Lot - Nig - Nog' + Loy = Noy'

Y despejando L5 en la segunda ecuacion y sustituyendo en la cuarta:
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Liy=—Npj' - Nip- Loy

—Nyg' - Nag - Nip' - Nia - Lag 4 Lag = Ny’
multiplicando por Nss y despejando Loo:
—Noy - Nii' - Nig - Loy + Noop - Lyy = 1
(Nag = Noy - Nij' - Nig) - Ly = 1

Ly = (Nyg — Na1 - Nij' - Npg) ™

sustituyendo Loy en la segunda y séptima ecuaciones pueden ahora despejarse Lqo

y Lo

L1+ Npj' - Nig - (Ngg — Nog - Niy' - Nig)H =0
Lip = =Ny Nig - (Nag — Noy - Ni' - Nyo) ™!
Ly 4 (Nag — Ny - Nij' - Nig) ™ - Noy - Nip' =0
Lyy = —(Naz — Nag - Nip' - Nia) ™ Nog - Nij'

y finalmente, sustituyendo Lo; en la primera ecuacion se puede despejar Li1, que
junto con los valores deducidos anteriormente para Loo, Lo v Loi, completan las

expresiones de la soluciéon L; propuesta:
Liy — Nii' - Nig - (Nag — Nay - Nip' - Nig) ™4 Nog - Nipt = Ny
Lii = Nii' + Nii' - Nig - (Nag — Nog - Nii' - Nig) ™+ Nog - N7

Con anélogo procedimiento puede obtenerse la solucion L;;, que es innecesario

pormenorizar.

Puede utilizarse cualquiera de las dos matrices. Queda pues aplicar lo que antecede

al caso particular que nos ocupa, teniendo en cuenta (26).

Operando se obtienen las dos expresiones particularizadas de L. que siguen:
Solucion L = L;

Ly = (AT - Mt A~ —

—(AT - M7 AT AT (Ma — Ag - (AT - M- AT AD) T Ay - (AT M AT =
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= (AT M7 A (AT M ATV AT U Ay (AT M AN = ST (T+ AT U - Ay-S77Y)
Lis = (AT - M- A1)~ - AT - (My + Ay - (AT M- A1 AD) ! =

= —(AT - M AT AT U = S0 AT U

Loy = —(Ma — Ay - (AT - My - Ay) 7 AT Ap - (AT - MY Ay =
=-U-Ay-(AT - M- AP =-U-Ay-S;' =17,

Log = —(My+ Ay - (AT - M7 - A AD) V= (M + Ay - S71- AT =U (58)
siendo

U= (Ny — Noy - N;i' - Nio) ™' = (=My — Ay - (AT - M1 Ay~ AT =

= (M + Ay - (AT - M'- AT AT = —(Ma + Ap - ST AT (59)

y siendo L1» = L1, la matriz L = N~! inversa de N y reciprocamente resulta
simétrica, como debia ser por serlo N, segin se demostro en (31).

Solucion L = Ly

Ly = AT M7 Ay + AT My A=V

Lip= (AT -M7" - Ay + AT - Myt Ap)~ - AT My =V AT Mg

Lyy = Myt Ay (AT MY Ay + AT My AP =My Ay V=L,

Log = —My '+ My Ay (AT - M7 - A+ AT - My Ap)7H AT My =

=My My Ay VAL MG = My (T Ay VAT MY (60)

siendo

V =(Niy — Nia- Nyo' - Nog) =V = (AT - M- Ay + AT - My - Ag)~t =

= (S + S2)71 (61)

puede escribirse por lo tanto segin (23) y (24)

Ly L AT MUK
X SNl WL W= 11 12 ) 1 1 1 (62)
—o Ly1 Lo K,

y particularizando (58) y (60) se obtendra la misma solucién con dos expresiones

distintas.
Sucesivamente:

Sustituyendo L = L;
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x S1_1'(I+A5'U'A2'Sl_1) Sf1~A§'U A?'Ml_l'Kl (63)
—Xa —U-Ay- 57t U Ko

de donde
r=87(I+AY - U-Ay-S7Y) - AT MKy —S;1 AT UKy =
=S AT My K ST AT U Ay ST AT M K - ST AY UK, =

=St AT Myt Ky - ST AT (Mg + Ay - ST AT Ay ST AT M K+

=St AT (My 4+ Ay - ST - AT K (64)
Do =-U-Ay-S; - AT -M;[' K1+ U-Ky =

:—U-(A2~S1_1~A1T-M1_1~K1—Kg):
= (Ma+ Ay - S;1 - AT) "L (Ay - S71 - AT - MKy — Ko) (65)

Sustituyendo L = Ly

()

B 1% VAT Myt ' AT - MK,y (66)
MyY Ay Vo Myt (T4 Ay VAT - MY K,

de donde
r=V - AT M Ky +V-AY My Ky =V (AT - M Ky + AT - MG K) =

= (AT M AL+ AT My Ag) T (AT MU K+ AT My K) =
= (81 4+ So) 7 - (AT - MUK+ AT My K) (67)

que es la expresion (15), antes calculada, que corrobora la licitud de los célculos

pero ahora no es de utilidad para nuestros fines.

Es claro que, en cambio, la expresion (64) puede escribirse

=87 AT M7V Ky — St AT (My + Ay - ST AT Ay ST AT M K+
487 AT (M + Ay - ST AT Ky = ST AT - MY Ky 4 Dx =2, + Dx (68)

expresion (19) que se deseaba determinar, siendo

v =S AT My K (69)
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solucion del ajuste inicial de modelo F;, Dx es el incremento generado por la
adicion del modelo F}, siendo @ el vector solucién de correcciones a variables del

ajuste conjunto de modelo F; + Fj.

Una expresion de = de mas comodo manejo se obtiene en funcion de la matriz

auxiliar

Ty = My+ Ay - Syt AT (70)

asi, se escribira (68) como
x=87 AT MY Ky — St AT (M + Ay - ST AT Ay ST AT M K+
STV AT (My + Ay ST AT Ky = STV AT MY R - STV AT T (g a — ) =

=St AT -M;{' K, + Dx =2, + Dz
Dz =—87 AT Ty - (Ay-an — Ky)  (71)

En cuanto al incremento D@, de la matriz cofactor @, segin (17), teniendo
en cuenta, segin se ha demostrado, que L; = L;; son expresiones de la misma
solucion L, sus elementos correspondientes seran también iguales dos a dos y se

verificara

<L11 € L[> = <L11 € LII> (72)

que particularizando da lugar a

Li= S0 (I+ A5 -U- Ay S7) = Ly = (AT - My A+ AT - My - Ay
Syt ST AT U Ay ST = (AT - My A+ AT MG Ay

Qua1 + STTAT U - Ay - ST = (AT - M7V A+ AT - M- Ayt

Quar + 57 AL U Ay S0 = Qua (T3)

resultando

Que = Quet + DQuy = Quar + S - A7 - U - Ay - 511

DQuy = +87" - A7 - U - Ay Sp
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DQuo = —Sit- AT Tyt Ay 57

puesto que

U=-T,"  (74)

otra expresion frecuentemente empleada es

DQuo = —Quar - AT - Ty ' - Ay - Quuy =

= —Qua1 - A7 - (Mo 4 Az Quar - A7) - Ay - Qo (75)
comoda de aplicar después del obligado célculo de (..

Las expresiones anteriores son de extendida aplicacion en simulacion, proyecto y
diseno de redes, sirviendo de importante ayuda en el problema de diseno de orden
uno ampliado PD1, antes definido. En efecto, disponiendo del necesario vector
de coordenadas aproximadas a priori X, y trabajando incluso con observables y
métodos de ajuste clasicos permite con escaso esfuerzo determinar en gabinete
cuantas opciones a priori se entiendan necesarias de las matrices de diseno A,
B, y del vector x en primer ajuste, antes de tomar decisiones de ejecucion. Si
como veremos en su momento, el trabajo se realiza con observables GNSS y la
metodologia innovada reiteradamente citada, la labor se simplifica y mejora en
expectativas de forma muy notable, no solo en desarrollo de célculos, sino también
en fiabilidad de previsiones de todo tipo, incluyendo acciones de optimizaciéon de

los recursos materiales y humanos que resulten necesarios.

En estudio de deformaciones y evoluciéon en el tiempo de redes locales es
especialmente cierto lo que antecede. Veremos en praxis sucesivas que pueden
proponerse avanzados criterios estadisticos de control de resultados basados en la

determinacion de D (RT - P - R). Es preceptivo ocuparse de ello a continuacion.

Se lleva a cabo con una atencién previa, necesaria aunque de menor trascendencia,
al calculo del vector \; de parametros Lagrange a efectos de completar el desarrollo

emprendido.
Despejando en (62)

33



RACYV Digital - Método Gaussiano de los Ajustes Coordinados:
aplicacion en Microgeodesia y Redes Locales

)\QZ—Lgl'Al'Mil'Kl—LQQ'KQ (76)

y siendo indiferente particularizar para L; o para Ly, se elige L; en (58),

escribiéndose

Ao =U-Ay- STt Ay MK —U-Ky =

=-T5" (Ay 21 — Ko)  (77)

solucion sencilla y de facil manejo, que resuelve la cuestion.

El calculo de D(RT - P - R) es fundamental, especialmente en estudio de
deformaciones. Por su utilidad directa, como se verd, y para determinar el
estimador 62de la varianza del observable de peso unidad a posteriori, sea de
toda la red en su conjunto o de zonas de ella. Ello permitira el establecimiento de

diversos Tests estadisticos de control de resultados altamente eficientes.

Se escribird en primer lugar
RT-P-R=RI-P-Ri+RI PR, (78)
y con otra expresion distinta
R'-P-R=RI-P-Ri+D(R"-P-R) (79)

donde

RT . P. R = Suma de los cuadrados de los residuos ponderados de los observables

de los dos modelos F; + F; ajustados conjuntamente.

RIT - P - Ry = Suma de los cuadrados de los residuos ponderados de los observables

del modelo F; considerados dentro del ajuste del modelo F; + Fj.

RIT - Py - Rq1 = Suma de los cuadrados de los residuos ponderados de los observables

del modelo Fj considerados dentro del ajuste del modelo F; + Fj.

D (RT - P - R) = Incremento de RY - P, - Ry; al adicionar el modelo F; ajustando

el modelo F; + Fj.

Por teoria conocida®

8Pretendemos en esta nota demostrar la expresion (80):
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RT.-P.-R=X"-K +)X K, (80)

y sucesivamente

RT-P-R=X K + X\ Ky=(-M' (A -2 — K))T K+ - K, =

RT-P-R=MT K+ X7 K,
A partir de las dos primeras ecuaciones de (12):

Ry =P'-Bf N\

Ry=P;' BTNy (12)
y de la cuarta y quinta de (11):

Bl'R1+A1'I*K1:O

BQ-R2+A2~J)—K2:0 (11)
obtenemos

By -P["BY M+ A 2—K =0

By-Py' BT M+ Ay-2— Ky =0
que junto a las ecuaciones sexta y octava de (12):

)\1 = —Ml_l . (Al - — Kl)

Ao = —Mgil . (A2 T — K2) (12)

y la tercera de (10): —AT- A; — AL+ Ay = 0, que trasponemos resultando —AT - \; — AL - Ay = 0,
nos permite obtener:

AT M=V (Ao — Ky )+ AT My (Ay - — Ko) =0
Segun expresion (78)
R'-P.R=RT P R +Rl P, Ry (78)
en la que sustituimos R; y Rs segin las dos primeras ecuaciones de (12), resultando:

RT.-P.-R=(P; ' Bl \M)T-P-P' Bl M+ (Pt -BY M) PPyt -BY )\ =
=MT B - P B A+ 0T By Py B A =

=MD My A+ XD My
pero, despejando a partir de las ecuaciones sexta y octava de (12)

M1'>\1:(A1'ZIJ—K1)
MQ')\QZ(AQ'.T_KQ)
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= (MY A MY K)T K 4+ A Ky =

= (MY Ay (o +Dx) = MY K)T K+ MK, = (81)

=—(M;" Ao+ MY A D - M K)T K+ 0T K, =

=—(aF AT MY K+ (D) - AT MY K - KT MK+ 0T K, =
= (T AT - MK, — KT -M{' K)) — (Dx)" - AT - M Ky — AL - K)

en cualquier ajuste gaussiano puede escribirse?, con la notacién usual

escribiremos

RT-P-R=XMT-M;- A+ X7 My Xy

=T M(A; -2 — Kp)+ X - (Ay -2 — K>)
y teniendo en cuenta la expresion tercera de (10)
“MA =M A =0
luego
AT A — AT Ay =0
y en definitiva

RT~P-R:)\1T-M1(A1-x—K1)+)\2T-(A2-x—K2)

=MT K1+ X7 K,

expresion que queriamos demostrar.
YPretendemos en esta nota demostrar la expresion (82):

RT.P.R=KT' - M1 (I-A.-571.AT.M~1). K

A partir de la expresion (80) RT - P- R= M1 - K; + M1 - Ko, y resultando en caso de ajuste
dinico con matriz de diseno A y vector de términos independientes K la expresion:

RT.-P.R=)".K
sustituyendo A por la ecuacién en el caso general:
A=-M"1.(4.-2-K) (12),
y despejando a partir de la ecuacion sexta de (12), resultara:
R -P.R=(-M"1' (A-z-K)T K=

zf(A.fo)T.Mfl.K:
=—(z-TAT - KIy - M—1.

=27 AT .M~V K+ KT M~ K =
= (81 AT MV KT AT MV K+ KT MK =
= (KT Mt A8 Y. AT . M1 K+KT .M~ K=

=K' M ' K-M1' A8 . AT . M~ . K)=
=KT - M '-M1 A S AT . M~1). K=
=K' M=t (I-M~1*A-S1.AT.-M~1). K = RT. P- R, expresion que querfamos demostrar.
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RT-P-R=KT - M7 (I—A-S7 AT M. K  (82)

que es desarrollable en la forma que sigue

RT-P.-R=KT M~ (I-A-S~VAT-M~) K = —(KT-M~' A~V AT M~V K- KT-M~1.K) =
= (S AT MV K)T AT MV K—KT M K)=—(a"-AT-M~'. K- KT.M"!.
K) (83)

y aplicado al modelo F; se tendra

RY-P Ry =—(@l AT -M{' Ky — K¥ - M7 - Ky)  (84)

y teniendo en cuenta (81), y sustituyendo (71) y (77) se sigue

RT-P.-R=—(af - AT -M' K, — K -M'-K;)— (Dx)T - AT - M;' - K, =\ - K,) =

=Rl -P,-Ru+D(R"-P-R)  (85)

D(RT-P-R)=—((Dz)" - AT - M; ' - K, — \] - K>)

D(RT-P-R) = —((—=S; " A7 Ty ' (Ag-w1 —Ko)) T AT - M Ky — (=T - (Ag-1 — Ka)) T - K) =
= (=871 AT Tyt (A = Ko)T - AT - M7 Ky = (T (Ag -2 — Ko))T - Ko) =

= Ay -y — K)T Tyt Ay - STV AT MKy — (A2 — Ko)T - Tyt Ky = (86)

= Ay a1 — K)T - Tyt Ay oy — (Ag -2y — K)T - Ty ! Ky) =

=(Ay -2 — K)T - Tyt (A -2y — K>)

expresion muy importante que resuelve el problema

En otro orden de ideas, si el trabajo es de suficiente calidad, como debe suponerse,

se podra escribir en (78) y (79)

RF-P-Ri~RT PRy

RT-P,-R,~D(RT-P-R)  (87)

La expresion del estimador de la varianza a posteriori del observable de peso unidad

del ajuste del modelo conjunto F; + F} es ya inmediata, valiendo

52 _ R{-PL-Ri\+R]-Py-Ry _ R{-Pi-Ru+D (RT-P-R) (88)
o(Fi+Fy) ultuz—n ultuz—n
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siendo por hipdtesis el modelo F; + I de rango completo.

Y en dicho supuesto, los estimadores de las varianzas a posteriori de los observables
de peso unidad de las muestras de ul observables del modelo F; y de us, observables
del modelo Fj en el ajuste del modelo conjunto F; + F}; seran

A _ RTPIRy ~ RT-Pi-Ryy
oF;, —  wi—n T uL—n

Q

_ RI-»-R; ~, D(RT-P-R)
OFj - uz—n - Us—n (89)

Q>

El caso méas general contemplado supone que los modelos F; y [} son
suficientemente amplios como para ser intercambiables, siendo entonces Fj el
modelo que genera el ajuste primero, bésico y se adiciona F;. Casos particulares
requieren formulacion distinta y especifica de 6§Fj. Volveremos sobre ello. (89) se

escribe también como

.9 _ RI'PyRy ~ D(RT-P-R) _ (Asa1—K2) Ty ' -(Az-z1—K>) 9
OoF. = — - — _ ( 0)
g us—mn u2—n us—n

que permiten escribir las expresiones

52
T
9oF; Ry -Pi-Ry L witus—n ~

~ RT-PI-Ri+RL-PyRa  wi—n

~2
To(F;+F;)

~ RIPi-R11+D(RT-P-R) u1—n

~ R{'Pl‘Rll L urtuz—n (91)

52

UOFj — Rg'PQ'RQ L ultuz—n ~v
&3(Fi+Fj> RT-Pi-R1+RY-Py-Ry uz—n
~ D (RT.P-R) . witus—n oy

~ RT-P-Ri1+D(RT-P-R) ug—"n

~ (A2w1—K2) Ty ' (Ay-a1—K>) L uitus—n (92)
R?~P1~R11+D (RT~P~R) uz—n
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expresiones que generan los F-Test y y?-Test estadisticos, fundamentales en la
practica de simulaciones y control de resultados, con observables o formas lineales

reales y virtuales, como en su momento se vera.

Ello es particularmente cierto en control de deformaciones a efectos de determinar
la sensibilidad o umbral minimo de apreciacién del trabajo en presencia,

fundamental en interpretacién de resultados.

Por lo que respecta a los residuos, escribiremos siguiendo el desarrollo
R=R+ Ry

Ry =Ry + DRy (93)

donde

R = Vector de residuos de los observables de los dos modelos F; + F; ajustados

conjuntamente.

R; = Vector de residuos de los observables del modelo F; considerado dentro del

ajuste del modelo F; + Fj.

Ry = Vector de residuos de los observables del modelo Fj considerado dentro del

ajuste del modelo F; + F)

Rq{1 = Vector de residuos de los observables del modelo F; considerado en ajuste

independiente.

DR; = Vector de incremento de residuos experimentado por del modelo F; al

agregar el modelo F}; y ajustar el modelo F; + Fj.

Sucesivamente se tendra en (93) teniendo en cuenta (12)

Ri=P "Bl \y=-P'- Bl M' - (Ao — K)) =
=P Bl MY (A (2, + Dx) — K;) =

=P B M (Ao - K) - P BY MY A Da =
=R+ DRy (94)

de donde
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Ryy=-P - BF M (A - (ST AT My Ky) — Ky =

=P "B M (A ST AT M D) K =

=-P "Bl M7 (A ST AT M D) K =

— P BT M (A (AT M A) AT M = D) Ky (95)

y asi mismo

DRy =—-P'- BT M- A - Dx (96)

que se desarrolla sustituyendo Dz segtin (71). En definitiva

DRy =P ' B M Ay (ST AT Ty (Ay o ay — KY)) =

=P Bl M A ST AT T (A — KG) =

=P B My A ST AT T (A (AT M ATV AT MK - Ky) (97)
y del mismo modo en (93)

Ri=Ryu+DRy=—-P ' BF M- (A - (AT - My - AL AT M - 1) - K+
+P B M A ST AT T (A (AT M AT AT MK - Ky) (98)
que escribiremos para aliviar los calculos siguientes en la forma

Ri=o1 K|+ ay K (99)

asi, operando en (93)

Ri=Ry+DR =P ' BY M7 ' (I—Ay - (AT - M7 - A~ AT MY K+
+P7 B Myt A ST AT T Ay (AT M AN AT MK,
—Pfl-B{~Mf1-A1~Sf1-A2T-T§1-ng

=P BT My (- Ay (AT - M- A~ AT MY+

+A ST AT T Ay (AT M AT AT MY K-

—pPrt Bl My A ST AL T Ky =ar - Ki+ - Ko (100)

y del mismo modo
Ry=P; ' BY M\p=-P,'-BY Ty (Ay- 21 — Ky) =

:—P§1~Bg'(M2+A2'Sf1-A;F)_l-(AQ-fL'l—KQ):
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=Pyl BT (My+ Ay - ST AD) V(A ST AT MK - Ko) =

= Py By (My+Ay- Sy AD) 1 Ay STV AT M K+ Pyt BY (M + Ay S7H AT 1Ky =
=01 K1+ B2 Ko (101)

Por otra parte, la extension de la conocida y fundamental expresion, segiun (12):
My =B, -P[' Bl =B;-Q1 Bl =Qx:

My =B, -P;' Bl =By Qs Bl = Qx>

y en general

M=B-P'.B"=B-Q-B" =Qg

Q=M (102

y supuesta la necesaria independencia a priori de los grupos de observables
asociados a los modelos F; y F;, podra escribirse la matriz cofactor conjunta

de los términos independientes de ambos modelos en la forma

M, 0
QK<F¢+F]~) =Qx = (103)
0 M,
y en funcién de (100) y (101)
R Q1 Qo K
= : (104)
Ry b1 Ba Ko
y aplicando la ley de progresion de cofactores
T T

(05] 9 a1 Q9 a1 Q2 M1 0 a1 Q9
Qrr = QK - = . . _
B B2 B e B B2 0 M, B e
. ( a1 'M1 a9 'M2 ) ( Oé’%1 ﬂ? )_
B My B2+ Mo ag By

(O[l'Ml'Ol,{-f— ()42']\/[2‘(%%1 a1~M1~Bf—|— CYQ'JV[Q'ﬂ,QT)

B Mi-aof B Msy-ad By M-85 Bo- My BT

41



RACYV Digital - Método Gaussiano de los Ajustes Coordinados:
aplicacion en Microgeodesia y Redes Locales

_ ( Qrir, QRR» ) (105)
QRle QRsz

() rr = Matriz cofactor de los residuos de los observables de los dos modelos F; + F};

ajustados conjuntamente.
Matriz simétrica, como debia ser.

Donde igualando elemento a elemento en (105), particularizando para (100) y
(101), y teniendo en cuenta expresiones conocidas por teorfa se obtiene tras un

proceso de célculo sencillo pero ciertamente prolongado.

Qrir, = ap-M-af+ ay-My-al =

= (PrH-B)- M (P BD)T = ((PrH-B)-M - Ay)-ST (P BY) - M- AT+
(P BT)- M Ay ST AD) T (PP BE M A ST AT (106)
y se puede escribir, a partir de la expresion (106):

= (P B M (P BT — (P BE)- My A ST (P BT M Ay
DQryr, = (P BY)- My Ay ST AD)- Ty (P BE) - My Ay 871 AD)T
(107)

del mismo modo

Qrora = By - My-B{+ 0o M- =Py'-B] Ty - By- Py (108)

y finalmente

QRle = QRle = Qg - M1 . ﬁ?—f— Qg - M2 . ﬁg =

= (PP BT M7 A ST AD) T (By- BN (109)

con la interpretacion bien conocida de cuanto antecede.

A continuacion deducimos sucesivamente las expresion (106) (108) y (109).

Empezamos por la (106).
Siendo:

QRlRl = a1~M1~O¢?+ Oc2~M2~ozg
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Separemos cada uno de sus sumandos, en primer lugar calculemos: ag - My - af

siendo

My =B -P ' BT

o =P BT M7t (I — Ay (AT - M7 A=t AT MY+

+A ST AT T Ag (AT M AT AT Mt

sustituimos S1, segtin la expresiéon S1 = Af . M1_1 - Aq

ar =P BT M7 (I — A - ST AT MY A ST AT T Ay ST AT MY
o =[P7 B M7 - (I—Ay- ST AT MY+ Ay - ST AT Tt Ap ST AT MTT
ol =T —Ar- ST AT - M7HT M7 By - Pyt Mt Ay ST AT T Ay ST AT
a1 - My ~a1T =

=P BT MU (I - Ay STV AT M A ST AT Ty Ay ST AT M) - My
(I=M7 Ay ST AT Myt A - ST AT T Ap ST AT MY By - P

en segundo lugar calculemos: ag - Mo ~a§

siendo

Ms =By -Py'. BT

as =Pt BT M7t A ST AT T

of = (=Pt BT M7 Ay ST AT T HT

ol =Ty Ay ST AT M7 - By - P!

ag - Mo -ag =

=P BT M7 A ST AT T M Tyt As ST AT MY By P

Y finalmente la expresion

al-Ml-a{Jrag-MQ-ag:

=P BT M (I— A ST AT M+ AT AT Ty Ag ST AT MY M
(I—=M7 Ay ST AT Myt A ST AT T Ap ST AT M By PU

+P7 BT M7t A ST AT T My T As ST AT M By P =

=P BT MU (I— Ay STV AT M7 4+ A ST AT T Ap ST AT MY,

(I—Ar- ST AT MY+ A ST AT T Ay ST AT MY By P

+P7Y BT M7 A ST ATy Ty M Ty (P BT M Ay ST AT

quitando los paréntesis y recordando que S; = Af . M1_1 - Aj se simplifican las expresiones anteriores
=P BT MY M7t B PPt P BT oM A ST AT MY M7 By P
+P7 BT M7t A ST AT Tt Ap ST AT MY By P -

—P7t BT M7t A ST AT M7 By - PT P BT M A ST AT MY By P

—P7 BT Myt Ay ST AT T As ST AT M7 By - P
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AP B My AL ST AT Ty Ag ST AT M By P

=Pt B My Ay ST AT T Ay ST AT M By P

P BT M AL ST AT T A st AT

Ay ST AT T Ay ST AT M By P

HPr B My A ST AD) T My T (P B M Ay ST AT

donde pueden apreciarse los términos que se anulan. Siguiendo el desarrollo escribimos los cuatro términos restantes

y operamos en ellos

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
= (P ‘B?)‘M1 “(B1- P )T_Pl ‘BT‘M1 “AL- S ~A?~M1 "Bi- P+
+P7 BT M A ST AT T Ay ST AT Ty Ay ST AT M By P

+P7 - BY Mt A ST ALY T My Tyt (P BT M Ay ST AT =

=P BTy M7 (B PO — (PP BY M7 Ay ST (P BT M7 AT+
+P - BY Myt A ST AT Ty Ay ST AT T Ay ST AT M By - P

H(PC B My A ST AD) Ty My Ty (P BY My Ay ST AD)T] =

= (P B My - (B PEOT = (P B My A Sy (P BT M AT

(P BT MY A ST AT [T As ST AT T T M Ty (P BT M A ST AT =

—1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 —1
=P BTy M (B PP DT — (Pt BT My AL ST (Pt BT My ADNTH

(Pt BY Mt A ST ATy T (Ag - ST AT 4 M) Ty (P BT M Ay ST ATHT =

= (P B My (B POOT = (P B M A Sy (P BT M AT
+(Prt e BY Myt Ay s ATy Ty (P BY M AL ST AD)T = Qg g,

A continuacion deducimos la expresion (108):

QRyRy = B1-M1-BT+ B2 -Ma-B] =

=P By Tyt Ay ST AT M My M A ST AT TS By Pyt

+P; BT Tyt My Ty By Py =

=-P7'.BT Tyt Ay ST AT Ty By Pyt 4+ Pyt BT TS My Ty By Pyt =

=-P ' BI Ty (Ay- Syt AT Ty By Py + My Tyt By Py t) =
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=P BT Tyt (A ST AT+ Mo) Tyt Bo - Pyt = Qrypy= Pyt BT Ty Ay ST AT Mt
Ay .S~V AT T By Pyt 4+ Pyt BT Ty My Tyl By Pyt =

=-P7 BT T, Ay ST AT Ty By Pyt Pyt BT T My T By Pyt =

=-P7 BT T, (A7 AT Ty Ba Pyt My Ty Be Py ) =

=-P ' BT Ty (Ay- Sy AT + M) Ty ' Ba - Pyt = Qryr,

Y por altimo deducimos la expresion (109):

QR1Ry = QRyRy = o1 My -7+ az-My-BT =

=-P BT M7t (I— Ay ST AT MU+ A ST AT T Ay ST AT MY

My MU A STV AT Ty By Pyt - P BY My A ST AT Ty My Ty By Pyt =

=-pP BT . M7' A STV AT TS By Py
+P BT My MA ST AT M Ay ST AT T By Py -
~P7t BT My Ay ST AT T Ag ST AT My A ST AT T By Py

-1 -1 -1 -1 -1 -1
—P7 BT MY A ST AT T My Ty By Py =

=-P BT M7t A - ST AT TS By Py
—1 —1 —1 —1 -1
+P7 BT M A ST AT T By Py -
—P7t BT M7MAy ST AT T Ar ST AT T By Py

—1 T —1 —1 T —1 —1 —1
—P7 BT M A ST AT T My T Bo - Py

=-P BT M7t A ST AT T (Ap ST AT Ty By Pyl 4+ My Tyt By Pyt =
=-P BT M7 A STV AT TS (Ap ST AT 4+ M) Ty By Pyl =
=-P7 BT M7t A ST AT T T Ty By Py =

=-P BT M7t Ay STV AT Tt By Pyt

Asi se reiteran los significados de

e Elementos de la matriz Qg en (105)
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Qr,r, = Matriz cofactor de los residuos de los observables del modelo F;

considerada como submatriz de dentro del ajuste del modelo conjunto F; + Fj.

Qr,r, = Matriz cofactor de los residuos de los observables del modelo F;

considerada como submatriz de Q) gr dentro del ajuste del modelo conjunto F;+ Fj.

Qr,r, = Qr,r, = Matrices cofactor entre los residuos de los observables de los
modelos F; y F}; consideradas como submatrices de QQrp dentro del ajuste del

modelo conjunto F; 4 Fj.

e Elementos de la matriz Qg, g,, submatriz de en (105), descompuesta segin

teoria conocida

Qr,r,, = Matriz cofactor de los residuos de los observables del modelo F;

considerados en ajuste independiente.

D@ g, g, = Incremento de la matriz cofactor al adicionar al modeloF; el modelo F;

ajustando el modelo conjunto F; + Fj.

Siguiendo el desarrollo, se considera las matrices cofactor () y de pesos P a priori
del modelo conjunto F; + Fj. Se cumplird, por hipétesis de independencia de los

observables de cada conjunto entre si y con mayor razon entre conjuntos

QFi 0 Q1 0
Q(Fi+Fj) == = Q == ==
0 Qr 0 Q2
B Pt 0 Pto0
= Plrir) = =P = (110)
0 Pg' 0 2t

y directamente se pueden formular las expresiones de las matrices cofactor a
posteriori de los observables corregidos segiin las expresiones fundamentales, de

interpretacion inmediata

QF,- 0 QR1R1 QR1R2

QCQ&+%>: - -

0 Qf Qrir, @Ry,
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O 1411 11412
— @ - Qmm Qmr =Qcc=0Q—Qrr  (111)

0 @ QR1R2 QRng
Qecr, = @Qr, — Qrir, = Qoo = Q1 — Qrig, (112)

Qccy, = Qr; = Qrary = Qeac, = Q2 — Qrory (113)
con la notacién establecida.

Y finalmente las matrices varianza covarianza a posteriori seran

0CCir, v,y = 0cc =04 (Q = Qrr)  (114)
ocC, = 0cicy = 05+ (Q1 = Qrry)  (115)
OCC;) = 000y = 03 (Q2 — Qryry) (116)

de interpretacién inmediata.

Terminando asi el desarrollo del supuesto mas general del Método de Ajustes
Coordinados , en nuestra opiniéon util e innovado instrumento, sobre el que
seguiremos insistiendo en teoria y praxis, aplicable a cuestiones de Diseno e
interpretacion de resultados concernientes a trabajos topograficos y no topograficos

de Diseno de Redes Locales, Microgeodesia y Determinacién de Deformaciones.

Como caso particular se hara referencia y formulara en su momento el que aplica
béasicamente el Método de Observaciones Indirectas. Es claro que el Método de

Observaciones Condicionadas, con matrices tipo A de diseno nulas no es aplicable.

Una vez mas se reiteran y destacan algunas prescripciones bésicas entre todas las

cuestiones tratadas durante el desarrollo que precede. A saber:

Los dos grupos de observables correspondientes a los modelos F; y F; considerados

deben ser independientes, entre modelos y dentro de ellos entre si.

Ademas, deben proyectarse y lograrse tan equiprecisos y homogéneos como sea
posible, y aplicarse en cualquier caso un solo estimador a priori de la varianza del
observable de peso unidad 2. Ello obliga en la préactica a utilizar el Método de

Incrementos de Coordenadas con observables GNSS y de Triangulateracion si es
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indispensable la utilizacion de observables clasicos, supuesto que se presenta cada
vez con menos frecuencia, hasta su predecible desaparicion.

Del mismo modo debe tenerse en cuenta que el vector de coordenadas aproximadas

a priori X, debe ser el mismo para cualquier ajuste practicado, parcial o total.

A continuacion se resume un formulario, resumen de la doctrina expuesta.

1.1.1.3. Resumen de formulacién: Modelos y Matrices de partida

En sintesis se resume a continuacion el Método de Ajustes Coordinados Gausianos
de dos modelos mateméaticos I y F}; considerados arbitrariamente en el orden

indicado, de acuerdo con el desarrollo y doctrina que antecede.

Su aplicacion reiterada es mas frecuente en fases de Proyecto como sucesivas
simulaciones y en fases de Ejecuciéon como determinaciones de variacion de la
realidad fisica a lo largo del tiempo o, simplemente, de depuraciéon y afino de

resultados.

En cualquier caso la formulaciéon a aplicar en secuencia completa més general

correspondiente a un ajuste cualquiera es la siguiente.
Modelos y Matrices de partida
Modelo Matematico

e Fn funciones matematicas linealizables

Fi(ct, XS) — 0

Fj(Cr, Xs) - 0 (117)
e Linealizado

E = Alul,n ’ .'L‘n71 + Blul,ml ’ Rl

my,1

Fj = A2u2’n * Ty, 1 + Bguz,ml : RQ

mo, 1 -
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e Funcién de minimo

Q=RT P Ri+RY-P,-Ry—2- A (A -2+ By - Ry — Ky)—

—2~Ag~(A2'JI+BQ'R2—K2> (119)

Modelo estocéastico

e De observables

O; ~ N (Or1, %)

Oj ~ N (OTQ, 22) (120)

0
%= (121)

e De residuos y pesos
Ri=R; ~N (O, %) =N (0, 02-Qg,) =N (0, c-Q)

Rj = RQ ~ N(O, 22) = N(O, 0'3 : QR2> = N(O, 0'3 . QQ) (122)

Qr, 0 Q@ 0
Y=02-Q=02" . =o2- ' (123)

0 @, 0 @

PO

pP—
0 P
B Pt 0
pl= (124)
0 P!
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e Matrices de Diseno

De las variables o parametros
A=Ay,

Ay = Ay, (125)

De los observables

By = By, .,
By=B,, .,  (126)

M, =B, -P - B

My = By-Py'- BT

S =AT - M A

Ty = My+ Ay - S;t- AT
U=—(My+Ay-Sit- AD) = -1 (127)

e Sistema Fundamental de Ecuaciones Normales

AT Mt A, AT x AT .MV K
1 1 1 2 ) _ 1 1 1 (128)
AZ _MZ _>\2 K2

1.1.1.4. Resumen de formulacién: Estimadores de Resultados y Matri-

ces de Criterio e Interpretacion
e Estimadores a posteriori de variables o parametros x = x1 + Dx
x =87 AT - MV Ky = (AT - Mt AT AT MK
Dz =—-S;'- AT - Ty - (Ay -2y — Ky)  (129)
de parametros de Lagrange
A =M1 (A -2—-K)
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)\2 = —Mgil . (A2 - T — KQ) = —Tgil : (A2 - T — KQ) (130)

de residuos

R =R+ Ry

R1:R11+DR1:Pf1'B?')\1

Ry=P;'- B\

Ry =—P ' -BF M- (A -2, — K))

DRy =P ' B M- A - Dx

Ry = —PQ_I . Bg . Tgil . (AQ - T — KQ) (131)

de varianza del observable de peso unidad

RTPR:R{PlRl—FRgPQRQZR’{leH—FD(RTPR)

RI'P -Ry=—(aF AT - M7 K, — KT - M7 - K))

D(RT-P-R)=(Ay a1 — Ko)' - Ty "+ (A - 1 — K) (132)

6'2 _ R’{'Pl'RlJng'PQ‘RQ _ RlT-P1-R11+D (RT.P-R) (133)
o(F3+Fj) ul+us—n u+us—n
52 — RT-P-Ry ~, RT-Pi-R1;
oF; uL—n - ul—n
A RT.Py-R. D(RT.-P-R
§2p, = "2 = DI L (134)
J uz2—"n uUz—n
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debiendo tenerse en cuenta la salvedad expuesta en (89) y supuesta solucion

determinista, con
R (Nll'r“'”) = R (A{n,ul ) Muil%ul ’ Alul,n) = n? Completo

R (N22u2,u2> = R (MQUQ,UQ) = Uy, COmpletO

AT - M- Ay AT
R(N)=R = R(N) = n + ug, completo
AQ —MQ

e Matrices cofactor de criterio a posteriori

de variables o pardmetros

Q:m:l = 5;1 = (A{ ) Mfl : A1>_1

DQup = —Syt - AT Tt Ay - ST (135)

de residuos

O — Qrir, WriR, (136)

QRle QRQRQ

QRlRl = QRIRII + DQRlRl (137)

Qriry = (P -BY) Myt (Pt - BT — (P -BY) - My Ay) - Syt (P BE) - Mt AT

(138)

DQp,g, = (Pr" - BY) - M- Ay ST AD) T (P BY) Myt Ay S AT

Qryr, =Py - BY -Ty' By - Pyt (139)

QRle = QR2R1 = _((Pfl : B,ir) : Mfl “Ay - 5;1 Ag) T271 ’ (BQ ’ P271) (]'40)
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de pardmetros de Lagrange'®

Q)=
1 T
_ M1 0 j Al 0 ' Sl_l A1 0 M1
0 M2 0 AQ 0 AQ 0
T
5 A 0 . M, 0 ‘ A 0
0 AQ 0 MQ 0 AQ
de observables
Qcc = Q — Qrr

chol = QRl - QRIRI = Ql - QR1R1

10Calculamos la matriz cofactor de los parametros de Lagrange a partir de (130)

)\1 = —M1_1 . (Al - — Kl)

Ay = —M2_1 . (A2 - X — Kg)
y obtenemos derivando

Qxinn = (M7 Ay Sfl AT M - M) - Q- (M Ay Sfl AT

Qoo = (Mot Ay - ST AT - My™' — My™Y) - Qpyy - (Ma™t - Ag - ST AT
. M; 0
sustituyendo por (103) Qx = o M )Y operando obtenemos
2
Qg =M 7 (I — Ay -8 AT MY
Qryrg = Mo™b - (I —(A- ST AT My™Y)

y finalmente

—1 T
. M1 0 . A1 0 L o-1, A1 0 . M1
(4 5 (3 8 ) (8 ) (8
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Qcoo, = Qr2 — QRyry, = Q2 — QRyR, (142)

e Matrices varianza covarianza de criterio a posteriori

de variables o parametros

~9
Opg = O . 143
de residuos
_ 22 _
ORR = UO(FHFJ_) Qrr =

e . Qrr, @RiR, _ (144)

QRle QR2R2

__ A2 ~ 2
ORiRy = O-OFi ’ QR1R1 - UO(Fi+Fj) ) QR1R1
_ 22 ~ 2
OR:Ry = Uon ’ QRQRQ = O_O(FHF],) ’ QRQRQ (145)
de parametros de Lagrange
)
O\ =0 . 146
AX O(Fyy Fy) Qxx (146)
de observables
)
Occ =0 . 147
cc = 0gp Qoo (147)

~

— 2 A2
0C101 = Oop, " Qorcy = oy o) " Qarcy

2 ~ A2
0010y = Oop " Q0a0r = 0oy ) Qene,  (148)

Las expresiones (144), (145), (147), (148) son esenciales para la correcta aplicacion
de los F-Test y y2-Test con y sin pardmetro de traslacion. Su poder de afirmacion
serd tanto mayor cuanto mejor se cumplan, lo que se verificard en proporcién
directa a la calidad de los observables. Caen en defecto segin se verd en

simulaciones virtuales, con observables de peso infinito y varianzas nulas.
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1.1.1.5. Caso particular: Observaciones indirectas. Modelos y Matrices

de partida

Es el caso de aplicacion mas frecuente. Se caracteriza porque los modelos
matematicos F; y Fj se definen por los vectores de observables corregidos C; y

C,. como funciones explicitas del vector de coordenadas compensadas X;.
Modelo Matematico

e [En funciones matematicas linealizables

e Linealizado

FiEAl —Kl =0

mp, 1

mi,mn ' In71 + lel,l

F] = A2m2,n ' 'xnyl + R27n2,1 - K2'm2,1 = 0 (150>

e Funcion de minimo

Q=R -P,-Ri+RL Py Ry—2- A - (A -a+ Ry — K))—

Modelo estocéastico

e De observables

Oi ~ N (OTla Zl)

Oj ~ N (OTQ, 22)

%)
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RZ:RlNN(O’ 21):

R;y=Ry~ N (O, ¥s) =
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0
% = (152)

0 2

N (O, c%2-Qr,) = N (O, 0% Q1)

N (07 O-g ’ QRQ) =N <07 UZ ’ QQ) (153>

0 0
Y=02-Q=02- O =o02. O (154)

0 @, 0 Q2

P 0

P =
0 P
Pt 0
pt= —Q  (155)
0 Pl

e Matrices de Diseno

De las variables o parametros

A=Ay,

Ay = Ay, ., (156)
De los observables

By =—Iny m

By = =10, m, (157)
M, = P!

My = Pyt

Sy = AT . Pt Ay

Ty=Py '+ Ay-Sit- AT

U=—(Py'+Ay- S - Ay = —T,71 (158)

e Sistema Fundamental de Ecuaciones Normales
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AT prt.oA AT T AT . Pt K,
A2 —P{l —)\2 K2

1.1.1.6. Caso particular: Observaciones indirectas. Estimadores de

Resultados y Matrices de Criterio e Interpretaciéon

e Estimadores a posteriori de variables o pardmetros x = x; + Dx

.%‘1:51_1A’{PlKl:(AclrplA)_lA{PlKl

Dx = —Sfl . Ag . T271 . (AQ c T — KQ) (160)
de parametros de Lagrange

)\1:—P1‘(A1'CC—K1)

Ao =—Po- (A 2 — Ky) =-Tp"' - (Ay- 21 — K>) (161)
de residuos

R=R,+ R,
Ry =Ry + DR, = —P[' -\
Ry=—P; " Xy
Ry = (A1 -2 — Ky)
DRy =A,-Dx

R2 - P{l . T2_1 . (AQ L1 — KQ) (].62)
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de varianza del observable de peso unidad

RT-P-R=R' P -Ry+Rl-P,-Ro=RT-P,-Ry+D(R'-P-R)

RT-P Ry =—(f AT - P K, — KT P -K)  (163)

D(RT-P-R)=(Ay- 21— K))T - Ty - (Ay -2y — Ko)  (164)

52 _ RT-PI-Ri+RI-PyRy _ RY-Pi-R11+D(RT-P-R)
o(Fi+F;) — mi+ma—n - mi+ma—n
O/‘.Q _ R’{‘Pl'Rl ~ R{~P1-R11
oF;, ™ mi—n mi—n
~2 RT.-P,-Ry ~, D(RT.P-R)
62 = o (165)
J ma2—n mo—n

En el supuesto reiterado de F;, F} intercambiables. Y con solucién determinista

R(Ny, )= R(A]

n,

ml ’ lelaml ’ Alml,n) =n= Completo
R (N22mz,m2) =R (P2m2,m2) = mgy = completo

AT p A AT
R(N)=R = R(N) = n+ my = completo
Ay —Pyt

e Matrices cofactor de criterio a posteriori

de variables o paradmetros

Qa:a:l - Sl_l = (A? : Pl . A)il

DQup = =Syt - AT Tyt Ay - ST (166)

de residuos
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Qun — | Omm G (167)

QRle QR2R2

QRIRI - QRIRII + DQRlRl (168)

QRIRII = Pl_l —Ar- Sl_l : A{

DQp,r, = (A~ S;' - AD) - Ty - (A - St AT

Qrors =Py 1Ty ' Pyt (170)

QRle = QR2R1 =

= —(Ay- SV AD) T (P (171)

de parametros de Lagrange

Q)=
—1 T

-1
P 0 I A0 . S{l A 0

0 Pt 0 A 0 A

T
S _ A1 0 ‘ P1 0 ‘ A1
0 AQ 0 PQ 0 A2
de observables
Qcc =Q — Qrr

Qcuo, = Q2 — QRyr, (173)

29
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e Matrices varianza covarianza de criterio a posteriori

de variables o pardmetros

O(F; 4 Fj)

de residuos

— 52 , _
ORR = 0o QRrR

= 63@ F) @ Qe = (175)
it Fj
’ QRle QRQRZ

A2 ~ 2 .
ORRy = O-OFZ- : QRlRl - O-O(FH_FJ-) QRlRl
_ 22 ~ 2 .
ORaRy = aon ) QRQRZ - O_O(FL_JFF],) QRQRQ (176)

de parametros de Lagrange

T = 6Z(Fi+Fj> ' QM (177)
de observables
gcc = &E(Fi—O—Fj) ' QCC (178)
oo = 0o - Qoriey =65, - Qorey
0oy = OgF], “Qeye, = 5§(Fi+Fj> Qoo (179)

Con las mismas consideraciones adicionales que se formularon en el lugar

correspondiente a éste del caso general.
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1.2. Aplicaciones practicas de mas frecuente uso

La aplicacion conjunta del Problema de Disenio de Orden Uno PD1 ampliado segtn
se ha expuesto, junto con el Método de Ajustes Coordinados cubre la practica
totalidad del trabajo microgeodésico y de redes locales, tanto topografico como no
topografico. Es inttil por interminable, intentar siquiera un catédlogo completo de
su casuistica. No obstante, a continuacién se desarrollaran los supuestos de mas

frecuente aplicacion que ya se enunciaron en epigrafes anteriores.

En cualquier caso, se entenderd que el proyecto en presencia se inicia con el
modelo matematico F;(Cy, X;) = 0 definido en (1) y que se entiende comprensivo
del condicionado bésico del trabajo, que para fijar ideas y segin es usual,

consideraremos esencialmente geométrico.

Se trata pues de establecer el modelo matematico adicional F';(C,, X;) = 0 que, al
buen criterio del proyectista, adiciona el condicionado necesario y suficiente para
que el conjunto definido por
Fi(cta Xs)
=0 (180)
Fj (Cra Xs)
refleje la realidad fisica tan fielmente como le sea dado conseguir, desarrollar su

calculo, y formular e interpretar matemética y estadisticamente su resultado.

Con el nuevo enfoque establecido la cuestion de densificacion de redes, que
acostumbraba a integrarse en un problema de diseno aparte, denominado de orden
tres, PD3, se entiende incluida en el nuevo PD1 ampliado. Del mismo modo la
optimizacion del nimero y disposicion de vértices, observables y redundancias

para un paquete de tolerancias prefijado.

Establecido el ajuste inicial deducido del modelo F;, el objetivo serd agregar o
suprimir a voluntad tanto observables que presenten o no la condiciéon de variables o
parametros, como funciones de estas ultimas. Todo en orden a establecer sucesivos

modelos F';, tantas veces y a través de las simulaciones y modelizaciones que sean
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necesarias, hasta obtener el modelo F; + F; comprensivo del diseno adecuado de
la realidad fisica acorde con las exigencias del trabajo en precision, economia de

tiempo y recursos.

Entrando en materia, avanzamos sobre lo expuesto en anteriores trabajos'! la
ventaja que supone la aplicacion del Método de Ajuste por Incrementos de
Coordenadas con observables GNSS. Serd posible una mucho mas adecuada
homogeneizacion de observables y en especial se podra a voluntad reducir cualquier
supuesto al caso determinista, salvo casos ciertamente excepcionales y, en nuestra

opinion, dificilmente justificables en un proyectista avezado.

Asi, se simplificaré el tratamiento concerniente al caso en que las propias variables
o parametros ajustados estén relacionados también entre si por funciones lineales

o linealizables, homogeneizandose con facilidad y a priori su ponderacion.

En cuanto al desarrollo especifico del método, mantenemos nuestra primitiva linea

de exposicion, distinguiendo los tres supuestos siguientes:

e Un supuesto de transicion, que se integra en la doctrina ya explicada, pero
que merece la pena destacar por su utilidad y frecuente aplicacion. Consiste
en la adiciéon a una red ajustada segin el método general o por observaciones
indirectas de grupos de variables o parametros ponderados que presentan
también la condicién de observables. Es particularmente interesante en estudio

de deformaciones, en el apartado de calculo de sensibilidades.

e El caso mas general, en que se agrega a la red un grupo de funciones linealizables

que deben ser rigurosamente cumplidas por las variables o parametros.

e El mismo supuesto anterior, pero partiendo de un ajuste por observaciones

indirectas.

M. CHUECA ET ALT. “Redes Topograficas y Locales. Microgeodesia”, extension de la formula
pg. 141-2.
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1.2.1. Adicién de variables o paridmetros que también

presentan la condicién de observables

El supuesto enunciado ha cobrado y mantiene importancia creciente al gener-
alizarse la aplicaciéon de observables GNSS, segtin hemos supuesto a lo largo de
todo este trabajo. Observables-variables virtuales exactos de peso infinito se uti-
lizan en toda clase de simulaciones, especialmente en calculo e interpretacion de
deformaciones, como veremos mas adelante, permitiendo determinar la sensibilidad

de los ajustes practicados con alto nivel de fiabilidad y rigor.

1.2.1.1. Caso mas general. Modelos y Matrices de partida

Siguiendo el orden establecido en desarrollos anteriores.

e El modelo matematico conjunto sera de la forma

F=Fi(C, X,)=0
(Ci, Xo) (181)

F,=C,-X,, =0

con el nimero j de formas lineales de F'; evidentemente limitado por n, nimero de
variables, adoptando las medias en los casos de méas de una mediciéon real, segin

notacion establecida.

sr = r mediciones de elementos distintos del vector X,

lo que permite establecer modelos y simulaciones virtuales afectando a cualquier
zona de distinta significacion de la red en estudio, desde una sola coordenada,
J = 1, hasta la totalidad de la red, j = n. Es subrayable la importancia de las

aplicaciones derivadas del dltimo supuesto.

Desarrollando F'j en (181) se tendra, con la notaciéon usual
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F;=0,+Ry— Xop —2, =0

Fi=2,—(0,—X4)—Ry=0

Fj=x,—Ky—Ry=0  (183)

siendo Ky = (O, — X,,) = valor observado — valor calculado, en un cierto niimero

r de coordenadas de X, observadas realmente o en simulaciéon virtual.

¢ El modelo linealizado general se escribe explicitando las dimensiones de vectores
y matrices, completando ordenadamente con ceros los (n —r) elementos necesarios
para alcanzar la dimension de n columnas en cada fila de Ay, , v de elementos en
el vector columna de correcciones z, ;. Resultando asi el sistema lineal ajustable

en I'n

E = Alul,n ’ mnyl + Blul,ml ’ lel,l - Klul,l = 0

F}' = A2m27n *Tn,1 + BQm21m2 . R2m2,1 — KQ =0 (184)

mo, 1

donde ordenando los términos de las formas lineales de los modelos matematicos,
por orden creciente de subindices de sus incognitas, practica muy comin y que
siempre puede llevarse a cabo, los elementos de la matriz general de diseno A,

seran de la forma

akkzl

Kel,2, 3..ms

ap = ay, = 0
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k#t  (185)

No obstante, si por algiin motivo realmente solido no procede practicar la
ordenaciéon indicada, dificultando el calculo, se establecera la condicion de que

un elemento de cada fila de A, y s6lo uno sea igual a la unidad, y el resto, nulos.

Por otra parte, en (184) se tendra

B2m2,m2 = _Im27m2 (186)

resultando el modelo mateméatico general conjunto linealizado en la forma usual,
extendiendo Fj a la zona de distinta significacion definida por las coordenadas ms

arbitrarias consideradas

E = Alul,n ’ In71 + Blul,ml ’ lel,l - Klml,l = O
F}' = Agm%n . ._'L'n71 — Rsz’l — K2m211 = 0 (187)
y si my = n, extendiendo el modelo Fj a la totalidad de la red, se tendra

sucesivamente, teniendo en cuenta (185)

A2m2,n = A2n,n = ‘[n n

)

By =—1,., (188)
y en definitiva el modelo lineal ser&

F;; = Alul,n ’ xnyl + Blul,ml ’ le,l,l - Klm1,1 = O

F.’j = xn’l - RQ’VL,l - K27L,1 = 0 (189>

e La funcion de minimo seré

Q:R{'PI'R1+R5'P2'R2_A{'(Alul,n‘xn,l"i_Blul,ml'Rl —K1

my, 1 ml,l)
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_)\g : (A2m2,n : xnal - R2m2,1 - K2m271) = 0
Q = R? . P1 . R1 —f—Rg . P2 . R2 — )\{ . (Alul,n . xn,l +Blu1,m1 . lel«l — K1m1,1>_

—/\:2Z1 . (xn,l - R2 - K2m2’1) =0 (190)

mo, 1

sucesivamente y en los dos supuestos considerados
Modelo estocéstico

e De observables

O; ~ N (Or1, %)
Oj ~ N (OTQ, 22) - N (OT, 22)

0
Y= (191)
0

e De residuos y pesos
en cualquier caso serd de la forma bien conocida
Ri:Rl NN(O, Zl)zN(O, Ug'QRl):N(O, 0'3'@1)

Ry=Ry~N(O, %) =N(0,02Qn,)=N(0,0%-Qy)  (192)

Q 0 Q
Y=02-Q=02- o =02 ' (193)
0 Qr, 0 @
P 0
=
0 P
B PO
pl= (194)
0 P
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e las matrices de diseno seran

Ug =mg < m (195)
de las variables o pardmetros. Con el caso particular, muy importante

Alul,n

Us =My =1 (196)

las matrices de disenio de observables asi mismo y en su expresion general y el

mismo caso particular contemplados, serdn respectivamente

caso general

Lut, m,
Bayi vy = Bory oy = — iy my

Ug =My =7 (198)

caso particular considerando toda la red en el modelo Fj.
En cuanto al resto de matrices de diseno se tendra

M, =B, P Bf

My = Py

Sy =AT - Mt A

Ty=Pyt+ Ay- Syt AT

U=—(Py'+Ay- STt AN = -1t (199)
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en el caso general, con By = —1.

Y en el caso particular

M, =B, -P - B

M, = P;!

Sy =AT - M7t A

Ty =Pyt + 57!

U=—(P' +S7) " =-T"  (200)

supuesto simultaneamente

e Fl sistema de ecuaciones normales es inmediato, se tiene

A{PflAl Ag T - A,{'Pfl'Kl
Ay — Pyt —X2 K,
AT . p7t. A I x AT . p K
1 1 1 ) _ 1 1 1 (201)
I — Pyt — o K,

en el caso general y particularizaciéon contemplados.

1.2.1.2. Caso mas general. Estimadores de Resultados y Matrices de

Criterio e Interpretacion

e Estimadores a posteriori

de variables o parametros x = x; + Dx
o= ST AL M7 K= (AT My AT AT MK
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Dx = =Sy AT Ty ' - (Ay- 11 — K»)

Dz =-S;'- Tyt (o — Ky)  (202)

en los dos supuestos estudiados

de parametros de Lagrange

)\2 = —Mg_l . (LU - KQ) = —T2_1 : (.%1 - KQ) (203)

dos supuestos.

de residuos

R=R, + Ry
Ry =Ry +DR,=P'-BF -\
Ry =—-P'-BF M- (A -2, — K))
DRy =P ' B M- A - Dx
Ry =Pyt )\

RQ = P2_1 ’Tg_l . (A2 c X1 — KQ)

R2 = P{l . Tg_l . (Il — KQ) (204)
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dos supuestos.

de varianza del observable de peso unidad

RTPR:R,{PlRl“FR%—’PQRQ:R’{PlR11+D(RTPR)

RT-P Ry =~ AT - M' K, — K- M{' - K))

D(RT-P-R)=(Ay 21— Ky)T - Tyt - (Ay- 21 — Ky)  (205)

52 — R{.Pi-Ri+RI-P2-Ry — R{-Pi-Rui+D (R"-P-R) (206)
o(Fi+Fy) ultuz—n ultuz—n
.2 _ RI'PLRi ~ RY-Pi-Rn
O-oFi - uL—n - uL—n (207)

Supuesta solucion determinista. Sin embargo, obviamente la condiciéon expuesta en
(89) no se cumple en general en el caso que estudiamos, no siendo intercambiables
los modelos F; y Fj, por lo que no es aplicable la expresion analoga a (207) para

el calculo del estimador 67 .

En puridad de criterio, seria preciso estudiar cada caso por separado. No obstante,
teniendo en cuenta que el denominador de (207) representa el valor de las
redundancias del modelo F;, inexistentes en el caso que nos ocupa en Fj segtin su
propia definicion y limitaciones expuestas en (181), supuesta la aplicacion y empleo
de los observables y método varias veces reiterados, siendo cierto y conocido por
hipotesis (191), con mayor razon lo seran el vector de residuos R y las matrices
a priori de pesos y varianzas P, y Yo. También resultan asi independientes todos
los observables del modelo y, en consecuencia, el estimador de la varianza del

observable de peso unidad 6§FJ_ se establecera segiin la expresion clasica

~2 _ RI-PyRy n, D(RT-P-R)
OoF; = =
J u2 u2
OFJ' - n - n
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en los dos casos considerados, de extendida aplicacion, especialmente en estudios
no topograficos de deformaciones y evolucion de redes a lo largo del tiempo, tanto

en simulaciones como en supuestos reales.

Por ejemplo, diferenciando en (181) se obtiene
dC, —dXs =0 (209)

y supuesto dC,. = Ry = 0, o lo que es lo mismo O, = constante y exacto se sigue
dXg =2, =0 (210)

que implica X, = constante y exacto.

Asi en (183) el modelo matematico
Fi=2,=0 (211)
implica imponer a la red la condicién de correccidon nula en todas las coordenadas

de subindice r. Es decir, que los vértices asi definidos sean exactos.

Dicha simulacién virtual se extiende a toda la red con r = n, resultando
Fi=ax,=2,1=20=0 (212)

con aplicaciones practicas, topograficas y no topogréificas, muy importantes.
Especialmente en la determinacion de sensibilidades o capacidad de discriminaciéon
con suficiente poder de afirmacién de valores minimos de error en zonas definidas

o en la totalidad el espacio cubierto por una red.

En dicho supuesto, es trivial que la condicién impuesta equivale a
&gFj =0 (213)

Finalmente, es claro que se cumple

R(Ny, ,)=R(A] - Mt Ay, ) =n = completo

1n,u1 1u1,u1
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R(Nay,, ,.,)=R(M,,, ,.)=R (P2_u;u2) = Uy = My = completo (214)

AT M7t A, AT

R(N)=R =n+ uy =n + my = completo (215)
A2 _P271
AT Mt Ay T
R(N) =R =n+4+u =n+n = 2-n = completo
I — Pyt
(216)

en los dos supuestos contemplados.
e Matrices cofactor de criterio a posteriori

de variables o pardmetros

Qxa}l = Sl_l = (A{ : Ml_l : Al)_l

DQup = =Syt - AT Ty Ay - ST (217)

de residuos

QRR _ QR1R1 QR1R2 (218)

QR1R2 QRQRQ

QRIRI = QRlRll + DQRlRl (219>

Qriry = (P71 -BY) Myt (Pt - BT — (P -BE) - My Ay) - Syt ((Prh-BE) - Mt AT

(220)

DQp,gr, = (Pr" - BY) - M - Ay ST AD) T (P BY) - My Ay ST AT
0 bien

DQr,r, = (Py" - BY)- My - Ay ST T (Pt BY) - Myt Ay ST
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QR2R2 :P2_1 T’2_1 'P2_1 (221)

QRr,R, = QRyR, =

=—((P"-BY) My Ay ST AD) T (P

0 bien

QRr.R; = QR.R, =

=—((P"-BY) - My Ay ST T (P

de parametros de Lagrange

Qax =
—1
_ M, 0 . A0 g A 0
0 Pt 0 A, 0 A,
T
S: Al 0 ‘ M1 O ‘ Al
0 A, 0 Pt 0 A
o bien
Q) =
-1
_ M, 0 ;o A 0 5 A 0
0 Pt 0 A, 0 I
T
S: Al 0 M1 O A1
0 I 0 Pyt 0 I

de observables

73
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M, 0
0 Bt
(223)

M, 0
0 P!

(223)
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QC’C’ - Q_QRR

QCICI = QR1 - QR1R1 = Ql - QRIRI

Qcre, = Qr, — Qror, = Q2 — Qror,  (224)
e Matrices varianza covarianza de criterio a posteriori
de variables o parametros
_ A2
Taz = 00<F¢+Fj> +Qaa (225)
de residuos
Opp = 62 -QRrr =
RR o(yy ) WRR
R Qriri QRiR,
=052 = (226)
O(F;y Fj)
QRlRQ QRQRQ
_ A2 ~ 2
OR\Ry = O-OFi ’ QRlRl - O-O(FZ,+FJ_) ’ QR1R1
_ 22 ~ 2
OR;Ry = Uon ’ QRQRQ - O_O(FHF],) ’ QRQRQ (227)
de parametros de Lagrange
_ A2 )
O = o 1) Qan (228)
de observables
_ A2
9cc O(F;4 Fyj) Qo (229>
_ 2 ~ ~2
0cicy = O-OFi ’ QC’lcl = UO(FH_Fj) ’ chcl
2 ~ A2
0cicy = Oon ’ QC2C2 = O-O(FH_FJ-) : QC202 (230)

Téngase presente en la formulacion que antecede particularizar la matriz T

apropiadamente, de acuerdo con cada supuesto de aplicacion . Se ha omitido por no

duplicar méas formulas y alargar el presente desarrollo, ya suficientemente prolijo.
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1.2.1.3. Caso particular. Observaciones indirectas. Modelos y Matrices

de partida

Es practica recomendable para el buen hacer del proyectista esforzarse en lograr,
manteniendo la calidad deseada, que en el supuesto estudiado el modelo F; pueda
ser ajustado por el método de observaciones indirectas. En dicho supuesto se
mantiene ademas en vigor todas las consideraciones efectuadas en el desarrollo
anterior del caso general, especialmente la formulacién del supuesto adicional
particularizado para r = n, significando su extension a toda la red, cuyas
expresiones se incluyen al final de los apartados correspondientes considerandolas

reconocibles e innecesario senalarlas mas detalladamente en cuanto sigue.

A continuaciéon y manteniendo la notacion establecida, secuencia completa de

célculo e interpretacion de resultados.
Siguiendo el orden establecido en desarrollos anteriores.
Modelo Matematico

e Fn funciones matematicas linealizables

EEF1<XS)—C,5:O

F=C,— X, =0

Fi=C,— X, =0 (231)

r = n corresponde a todas las coordenadas de todos los vértices de la red

e Linealizado

Fi = A1m1’n *Tn,1 + R1 - Kl =0

my,1 miy, 1

}Wj = A277L2,7L ’ In71 - R2m2,1 - K2m2,1 = 0
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me <N (232)

EEAlml,n’xn,l_f—Rl —Kl :O

my, 1 my, 1

F}' = Tn,1 — RQn,l - K2,n1 =0

me =n (232)
e Funcién de minimo

Q=RT P -Ri+RY - P,-Ry—2- M- (A -2+ R — Ky)—
Q=RT P -Ri+RY - P,-Ry—2- M- (A -2+ R — Ky)—

Modelo estocéastico

e De observables

O; ~ N (Or1, %)
Oj ~ N (OT27 22) - N (OT, 22)

S0
5= (234)
0 3

e De residuos y pesos a priori
Ri:Rl NN(O, 21>:N(O, O'g'QRl):N(O, O'E'Q1>
RJ:RQNN(O, EQ)ZN(O, Jg'QRz):N(O, Ug'Qg) (235)
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. 0 0
Y=02-Q=02- O =02 O (236
0 QRQ 0 QQ
P 0
P =
0 P
Pt 0

7
|
I
O

(237)

e Matrices de Diseno
De las variables o parametros
Al — Alml,n

A2 == A2m27 n

ms <n (238)

me =n (239)

De los observables

By = -1, m
By = =1Ly ms
Mo <N

By =1L, m
By=-1,,

me =n (240)
resto de matrices de diseno
M, =Pt
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M, = P;!

Si=Al Pt A
Ty=Py '+ Ay-Sit- AT
U=—(Py'+Ay- St AN = =13
my <N (241)

M, =Pt

M, =Pyt

Si=Al- Pt A

Ty =Pyt + 57!

U=—(Py'+ 5/t = -1,

me =n (242)

e Sistema Fundamental de Ecuaciones Normales

A,{'Pl'Al Ag T A,{PlKl
Ay — Pyt —Xo K,

A,{'Pl‘Al 1 T A,{PlKl

1.2.1.4. Caso particular. Observaciones indirectas. Estimadores de
Resultados y Matrices de Criterio e Interpretaciéon
e Estimadores a posteriori

de variables o pardmetros x = z1 + Dx
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vy =8 AT-P Ky =(AT-p - A~ AT P - K,

DIL‘Z—Sl_l'Ag'TQ_l'(AQ'ZL‘l—KQ)

mo <n

xleflAlTPlKlz(AlTPlA)’lAlTPlKl

Dz =-S;t Tyt (2 — Ky)

my =n (245)
de parametros de Lagrange

/\1:—P1'(A1'[E—K1)

)\2:—Pg'(AQ'.I'—K2>:—Tg_l'(Ag'xl—KQ)

mo <n

)\1:—P1'(A1‘I—K1)

A =—DF5- (.I’—Kg) = —TQ_l . (.%'1 —KQ)

me =n (246)
de residuos
R = Rl + RQ
Ri=Ry+DR =P "' )\

79



RACYV Digital - Método Gaussiano de los Ajustes Coordinados:
aplicacion en Microgeodesia y Redes Locales

Ry = (Al 2 Kl)

DRl = Al - Dx
(247)
R2 == _P271 . AQ

R2 = P2_1 'Tg_l . (AQ T —KQ)

meo <M

R2 = P2_1 . Tgil . (fL‘l — Kg)

de varianza del observable de peso unidad

RT-P-R=R' P -Ri+Rl-Py-Ro=RT-P-Ryy+D(RT-P-R)

R?PlRH:—(I"{A,{PlKl—KlTle1>

D(RT-P-R)=(Ay- 21— K))T - Tyt - (Ay -2y — Ko)  (249)

52 _ R{-PrRi+R} Py Ry o, R{-P1-Rui+D (R"-PR) (250)
o(F;+Fj) mi+ma—n - mi+ma—n

52 — RT-P-Ry ~, RT-Pi-R11

oFy ™ mi—n T mi—n my <n

~o R;P2~R2 ~ D(RT-P-R)
OoF; = -
J ma m2
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my < n (251)

~2 _ RI-PyRy ~, D(RT PR
OoFr; = =
J n n

me =n (252)

No siendo intercambiables F; y ;F;. Y con solucion determinista

R(Ny, ) = R(AT

1n,m1

. P1m1«m1 . Alml,n> =n = Completo
R (N22m2,m2> =R (PQmQ,mQ) = mgy = completo

AT . p - A AT
R(N)=R = R(N) = n+ my = completo
A, — Pyt

e Matrices cofactor de criterio a posteriori

de variables o pardmetros

er:mel_'_DQm::Sfl"‘SflAgUAQSfl

mel = Sfl - (A{ : Pl : A1>_1

DQm:_Slil'Ag'Tzil'AZ'Sfl

mo < n

Qxa:l = Sfl - (A{ : Pl : A1>_1

DQ:mv - _Sfl : T271 : Sfl

me =n (253)
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de residuos

QRR _ QRlRl QR1R2 (254)

QRlRQ QRQRQ

QRlRl = QRlRll + DQRIRI (255>

QR1R11 = Pl_l - Al ’ Sl_lA{

DQpyg, = (Ar- ST - AD) - Tyt - (Ar- Syt AD)T

me < n (256)

QR1R11 = Pl_l - Al ’ Sl_lA{

DQpig, = (A1 ST - Tyt (A - ST HT

QR2R2 = Pz_l 'T2_1 : Pz_l (258)

QRlRQ = QRQRl =

=—(A - ST AD) T (P

me < n (259)

QRlRQ = QRgRl =

=—(4 - ST - (P
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my =n (260)

de parametros de Lagrange

Qax =
—1 T
—1
_ P 0 . A1 O s A1 O
0 P! 0 A, 0 A,
T
o A 0 P 0 A 0
0 A2 0 P2 0 A2
me < n (261)
Q=
-1 T
_ PY0 s A 0 51 A 0
0 Pt 0 A, 0 I
T
g A 0 ' P 0 . A 0O
0 I 0 P 0 I

me =N (262)

de observables

Qcc = Q — Qrr

Qcioy = Qr1 — Qrir, = Q1 — QR

QCQCQ - QRQ - QRQRZ - QQ - QR2R2

83
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e Matrices varianza covarianza de criterio a posteriori

de variables o parametros

de residuos

— 52 X —
O'RR—O'O(Fi+Fj) QRr

QR1R1 QR1R2
) (265)
QRlRQ QRQRQ

=0

_ 22 ~ 2 .
ORiR, = O-OFZ. ’ QR1R1 - O-O(Fi+Fj) QR1R1

~

__ A2 2
ORyRy = Uon ’ QR2R2 = O-O(FHF].) ’ QR232 (266)

de parametros de Lagrange

I = &g(F¢+Fj> ' QM <267)

de observables

gcc = &g(FHFj) ' QCC (268>

2 ~ A2 .
0ci0r = 0o Qevey = 0o ) Qrcy

1%

Q>

ocicr = UgFj ’ QCQCQ (Fi F}) ’ QCZC2 (269)
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1.2.2. Adicién de funciones de variables o parametros

Supone agregar parametros o variables, y ecuaciones de condiciéon entre ellos, de
peso infinito, es decir, cuyos valores o expresiones deben observarse y cumplirse
rigurosamente por los valores finales ajustados. Con la utilizacion de los observables
GNSS y la metodologia establecida, la separacion radical clasica entre observables
y variables se difumina hasta desaparecer, permitiendo una flexibilidad de proyecto

y modelacion muy notable.

Es un recurso especialmente tutil a la hora de establecer caracteristicas o condi-
cionados de cualquier tipico, externos o internos, especificos y matematicamente

cifrados de la realidad fisica en una red local topogréafica o microgeodésica.

El algoritmo de aplicacion es andlogo a los ya estudiados. A continuacion lo
desarrollaremos, segin venimos haciendo, en secuencia y notaciéon, sobre los dos

supuestos de referencia contemplados, general y por observaciones indirectas.

1.2.2.1. Caso mas general. Modelos y Matrices de partida

Continuando el desarrollo segtin la metodologia y secuencia establecidas.

e El modelo matematico conjunto sera de la forma

Fy=Fy(X,)=0  (270)

Como ya se ha indicado, es practica muy comin aunque no preceptiva, compartida
en buena medida con las metodologias anteriores, establecer con el modelo
matematico F; la geometria bésica observacional de la red, lo que podria definirse
como su ajuste clasico. F}; asi se reserva para completar el mejor acceso al cifrado
e interpretacion conjunta de la realidad fisica del espacio concernido modelada por
F; + F; agregando, suprimiendo, modificando y simulando cuanto sea necesario a

juicio del proyectista a través de funciones desarrollables como j formas lineales,
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sin limitacion a priori de nimero, que puede ser modificado también a voluntad
en la fase de proyecto.

e El modelo linealizado general se escribe explicitando las dimensiones de vectores

y matrices segun el sistema lineal ajustable en z,, 4

E = Alul,n ’ :L'n71 + Blul,ml ’ lel,l -

Fj = Azuzyn cTp 1 — K2u2’1 =0 (271)

)

e La funcién de minimo més general es

Q= R{ : P1 : Rl +Rg : PQ . R2 - )\fll“ . (Alul,n * Ty, 1 +Blu1,ml . Rl — Klul,l)_

my,1

—)\g1 . (AQ ° l’n71 - K2

w) =0 (272)

ug,

donde no contando con F} observable alguno R y a fortiori RY- P,- Ry seran nulos.
Modelo estocéastico

e De observables
O;~N(Or,%)  (213)

e De residuos y pesos a priori

en cualquier caso sera de la forma bien conocida

Ri=Ri ~N(O, %) =N(0, 02 Qp)=N(0,02-Q)) (274

Rj=Ry,=0  (275)
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Ry =0

P2—>O(

Pyl =Qp,=Q2=0

Yo =0 (277)
P 0
P = = no tiene sentido

0 PQ — X

) Pt 0 . .

P~ = = (Q = 0 = no tiene sentido
0 0
(278)

e las matrices de disefio seran

As,. ., (279)
de las variables o parametros.
Lug,m;
By, b, =0 (280)
de observables
En cuanto al resto de las matrices de diseno se tendré
M, =B, -P - B
My =0
Sy =AT - M7t A
Ty=Ay- Syt AT
U=—(4y-S7'- AN =171 (281)

e Kl sistema de ecuaciones normales es inmediato, se tiene
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AT Mt A, AT x AT .MV K
1 1 1 2 ) _ 1 1 1 (282)
Ag 0 —>\2 K2

en el caso contemplado.

1.2.2.2. Caso mas general. Estimadores de Resultados y Matrices de

Criterio e Interpretacién

e Estimadores a posteriori

de variables o parametros

r=ux1+ Dx
o= ST AL M Ky= (AT My AT AT MK

de parametros de Lagrange

)\1 = —Ml_l . (Al T — K1>

)\2 = —Tg_l . (AQ - T — KQ) (284)

de residuos

Ry=Ry+ DR, =P - BI' )\

Rll:—Pfl'Bf‘Mfl'<A1'£C1—K1>
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DRy = —P'- BT - M- A - Dz (285)

donde es patente que la adicion del modelo F}, en su caso més general formado
solamente por ecuaciones y que por lo tanto no contiene observables, modifica sin
embargo al vector de residuos R1; a posteriori ajustado exclusivamente al modelo
F; en el vector aditivo D R, dando lugar al vector de residuos definitivo a posteriori
del modelo conjunto F; + I} segin R = Ry + Ry = Ry, que corrige a los mismos

u; observables iniciales.

de varianza del observable de peso unidad

RT-P-R=R' P R +Rl-P,-Ro=RY-P-Ryy+D(RT-P-R)

RI'-P -Ryy=—(a7 AT - M{' K, — KT -M7'-Ky)  (286)

D(RT'P'R):(Ag'xl—Kg)T'T2_l'(A2'£[}1—KQ)

~9 _ RT.Py-R+RT-P»-R;,  RT-Pi-R11+D(RT-P-R)

Oo(Fi+Fj) — win = in (287)
.9 _ RI'P.Ri ~ RY-Pi-Ri
UOFi - ui—n u—n (288)

resultando evidentemente

D(RT-P-R) >0

63(F1-+Fj) > Glp, (289)

Supuesta soluciéon determinista. Al no agregar nuevos observables F); el modelo al
modelo F;, el modelo conjunto F; + F; mantendra las mismas redundancias, en
ambos casos (u; —n), denominador de (287) y (288) modificandose el numerador y

resultando (289). Asi y para una misma fiabilidad, las figuras de error del modelo
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F; ocuparan menos espacio que las del modelo conjunto F; + F};, mas exigente. Lo

que es perfectamente logico y generalmente no se tiene en cuenta.

Finalmente, es claro que, aceptando la independencia de todas las ecuaciones que
configuran F; (en caso contrario las dependientes pueden y deben suprimirse), la

nulidad de M, no impide que se cumpla

R(Nu,,)=R(A] , -M.', A, ,)=n= completo

1 Uy, u1

R(Nu, ,,) = R(A] )= uy = completo

2n, ug

R(Nyy,, ) = R(A]

2u2,n,

) = uy = completo (290)
AT Myt Ay AT

R(N)=R = n + uy = completo (291)
Ay 0

confirmando la licitud de aplicaciéon de cuanto antecede y todo ello suponiendo
que el nimero de ecuaciones de condicién sea inferior o igual al de incognitas
uy < n. Si no fuera asi apareceran engorrosos y rechazables problemas de
incompatibilidad algébrica no resolubles estadisticamente que debe evitar un

proyectista competente.
e Matrices cofactor de criterio a posteriori

de variables o pardmetros

QIﬁZQIIl_FDQxx:Sl_l_'—Sl_lAgT2_1A281_1
de :Sfl = (A{'Mfl'Al)_l

Dsz = _Sfl : Ag : Tgil : AQ . Sfl (292)

de residuos

QR1R1 QR1R2 QR1 Ry 0
Qrr = = (293)
Qriry QRyRs 0 0

que no tiene sentido. Como en (278). De acuerdo con los tnicos observables

existentes, se tendra
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Qrr = Qrir, = Qrirn + DQRiR, (294)

Qriry, = (P H-BY) Myt (P -BOT — (P BY) - My Ay S (PrY-BE) - M AT

DQpyr, = (P71 BY) - My Ay - ST AD) T3t (P BY) - M- Ay ST AT (295)
de pardmetros de Lagrange'?

Q=M (I — Ay - St MY (296)
de observables

QCC - Q_QRR

12Para llegar a esta expresion, calculamos en primer lugar la matriz cofactor de los pardmetros
de Lagrange a partir de (130)

A1 = _lel . (A1 T — Kl)

Ay = 7M271 . (A2 X — KQ)
y obtenemos derivando
Qg = (M7 Ay - ST AT M7 = MY - Qe - (M7 Ay - ST AT M - MY
Qrope = (Mot Ay - ST AT Mo™ — Mo™Y) - Qpeyy - (Mo Ay - ST1- AT - Mot — Mp—1)T
M,

sustituyendo por (103) Qx = ( ]\gl ]\2 ) = ( 0 8 ), y operando obtenemos
2

Quon =M~ (T = Ay ST AT M)

Quare = Mo~ (I — (A~ 571 AT - MY

y finalmente

M - A L (A M !
on= (4 0) (= (0 4 ) (8 8) (e 0))

resultando en este caso

Q=M (I — A -S7H- MY (296)
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Qcc = Qcyc, = Q1 — Qr,r,= Qr, — QRyR, (297)

e Matrices varianza covarianza de criterio a posteriori

de variables o pardmetros

Oza = &3(Fi+Fj) ’ Qxac (298)
de residuos
ORR = OR{R; — a'g(FiJer) . QRR —
_ A2 ~9
o UO(F¢+Fj) ’ QR1R1 = O-OFi ' QRlRl (299)

de parametros de Lagrange

— A2 . ~ 2
O = Ootir) Q= 05, - Qxn (300)
de observables
_ _ 2
o0c = 0010y = 05, - Qoo

2
O(F;+Fy) QCICl

_ 52 -
gc,cy = O_OF’L ’ QC1C'1 =0

Qce = Qoo (301)

Recordando una vez mas que, en cualquier caso, es licito contrastar por el F-Test

de Pearson el cociente

Fptimo = 1 (302)

2
O(F; 1 Fj)

~

siendo esperable en un proyecto cuidadoso que (ﬁp 1o . Si no es asf uno o
1
ambos modelos, sea por la parte de los observables, o por la parte de las ecuaciones

de condicion, presentan discrepancias que hay que explorar.
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1.2.2.3. Caso particular. Observaciones indirectas. Modelos y Matrices

de partida

Método que facilita realmente el trabajo cualquiera que sea. Por ello por definicion

debe a lo menos intentarse su aplicacion.

Teniendo en cuenta cuanto se ha expuesto en el caso general, la secuencia de calculo

serd la que sigue

e El modelo matematico conjunto sera de la forma

my = nimero de observables, notacion usual

(303)

e El modelo linealizado general se escribe explicitando las dimensiones de vectores

y matrices segtn el sistema lineal ajustable en x,, 4

FiEAlmlyn'xnl_Rl =0

) my, 1 - K17n1,1

=4, , 01— Ky, , =0 (304)

ug, 1

e La funcién de minimo maés general es

Q= R?Pl 'Rl +Rr‘2rP2 'R2 — )\{ (Alml,n 'iL'n,l —lehl _K17n1,1)_

T
=y - (Ag,, - Tp1 — Ko

) ug, 1

)=0  (305)
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donde no contando con observable alguno y a fortiori serdn nulos.
Modelo estocéastico

e De observables u_{2},\, n
O;~ N(Or,%)  (306)

e De residuos y pesos a priori

en cualquier caso sera de la forma bien conocida

o

Ri=Ri~N(O,%)=N(0, 0% Qn)=N(0,02 Q) (307

Ry=Ry=0  (308)

S=0-Qnr =0, Qu=0p-P" (309

Pl:QR1:QI1

Ry =0

P2—>OC

Pt = Q= Qe =0

Yo =0 (310)
P 0
P = = no tiene sentido
0 P2 — X
Pt 0
P11 = = () = 0 = no tiene sentido
0 0
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(311)

e las matrices de disefio seran

Az, (312)
de las variables o pardmetros.
Luy,my = Lug,ma
Bsyy o, =0 (313)
de observables
En cuanto al resto de las matrices de diseno se tendré
M, =Pt
My =0
Sy =AT - M A
Ty=Ay- Syt AT
U=—(Ay-S71-ADL =151 (314)

e Fl sistema de ecuaciones normales es inmediato, se tiene

AT .p - A, AT x AT . P K,
A2 O —>\2 K2
-1
d AT . p - A, AT AT . P K
_ 1 1 1 2 . 1 1 1 (315)
—>\2 A2 O KQ

en el caso contemplado.

1.2.2.4. Caso particular. Estimadores de Resultados y Matrices de

Criterio e Interpretacién

e Estimadores a posteriori

de variables o pardmetros

95



RACYV Digital - Método Gaussiano de los Ajustes Coordinados:
aplicacion en Microgeodesia y Redes Locales

r=x1+ Dz

xlel_lA{PlKlz(Ar{PlA)_lA{PlKl

Dx = —Sfl . Ag : T271 : (A2 L1 — Kg) (316)
de parametros de Lagrange

/\1:—P1'(A1'ZL‘—K1)

)\2 = —T2_1 . (A2 1 — KQ) (317)

de residuos

Ry =Ry + DRy =—-P" -\

Ry = (Al X1 — K1)

de varianza del observable de peso unidad

RT-P-R=RT-P-Ri+RY-Py-Ry=RF-P,-Ryy+D(R"-P-R)

RT-P-Ry=—(T AT.P-K,—KI'-P-K) (319)

D(RT‘P'R):(AQ'xl—Kz)T'T271'(A2'Z'1—K2)
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~9 _ RT-PRi+RT-Py-Ry ~, RT-Pi-R11+D (RT-P-R)
O-O(F5+Fj) - mi—n - mi—n (320)

A _ RTPI-Ry ~, RT-Pi-Ryy
oFy, — mi—n T mi—-n (321)

Q

resultando evidentemente

D(RT-P-R) >0

a-g(FiJer) > 6op, (322)

R(Nlln.,n) = R(A{n,nn . P1m1ym1 . Alm1,n) =n = Completo
R(Nia, ,,) = R(A] ) =us = completo

2n,u2

R(Ny,, )= R(A],

2u2,n7

) = uy = completo (323)

AT MY A, AT
R(N)=R = n + uz = completo (324)
Ay 0

prefiriendo que se cumpla uy < n.
e Matrices cofactor de criterio a posteriori

de variables o parametros

ngp:Qngl‘i‘Dwa:Sfl—'—SflAgT271A2S171

Qaca:l - Sl_1 = (A? : ‘]\41_1 ) Al)il

DQup = —S;t - AT Tyt Ay - ST (325)
de residuos

Qrr = Qrir, = Qriry + DQRiR, (326)

Qrip, =P — Ay - Syt AT
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DQryr, = (Ar-Si1- A7) - Tyt (A ST AD)T - (327)
de parametros de Lagrange
Quw=DP-(I—A-S;'-P)  (328)
de observables

QC’C’ - Q_QRR

Qcc = Qcyo, = Q1 — Qr,r,= Qr, — QRyR, (329)

e Matrices varianza covarianza de criterio a posteriori

de variables o parametros

Oza = 6—3(FL_+FJ_> ’ Qxx (330)
de residuos
ORR = OR,R, = &E(Fiwj) - Qrp =
_ 22 ~ A9
= Yoryiry | Qriry = Top, QR Ry (331)

de parametros de Lagrange

de observables
_ _ 2
oCC = 00101 = O gy Qcc
A2 ~ A2 .
0ci0r = Ogp  Qevey = 0oy ) Qercy

Qcc = Qo (333)
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1.2.3. Supresiéon de observables

El incremento de la capacidad de calculo facilitado por los avances de la informatica
ha transformado en un problema secundario el proceso de repetir un ajuste
el nimero de veces que sea necesario agregando o suprimiendo un grupo de
observables durante el trabajo de diseno y proyecto. Sin embargo, para completar
la doctrina desarrollado, vamos siquiera sucintamente a abordar la cuestion de la
supresion de observables, que era donde en su dia residia el problema en su mayor

cuantia.

El sistema de ecuaciones normales correspondiente al modelo F; es

(AT - M1 A) oo — (AT MK =0 (334)

y segun (15) el sistema correspondiente al modelo conjunto F; + F;

(AT M= A+ AL Myt Ag) o — (AT - ML K+ AT - M1 K) = O (335)
De donde se puede obtener (334) a partir de (335) escribiendo

r= (AT - M7V A+ AL My Ay — AT ML Ay) -

—(AT - M,V K+ AT Myt Ky — AT My Ky) = O (336)

pero se tendra

My, =By Pyt BT

~My=—B,-Py'- B  (337)

bastara por tanto con adicionar a (335) los mismos observables del modelo con los
pesos cambiados de signo, negativos, y se obtendra (334).

Sin embargo, merece la pena subrayar un escollo que puede ser importante.

Supongamos que tratamos de suprimir observables, no en el modelo F; + F} , sino

en el F;.

Y solamente para facilitar el calculo, sin perder rigor ni generalidad, supongamos
que F; también contuviera a Fj. El modelo F; — F; se resolveria escribiendo (335)

en la forma
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(AT M1 A — AT Myt Ay) oo — (AT M K — AL My Ky) = O (338)
y supuesto caso determinista su solucion serd

v= (AT - M7V Ay — AT Myt Ap) ™ (AT - M7 Ky — AT Moyt KG) (339)
pero también se tendra, en virtud de (71) la expresion general
v=x,+Dr=87"-AT MK, - S;1 AT Tyt (Ay - — Ko)  (340)
donde segun (70)

Ty = My + Ay - S;t- AT (341)

pero en virtud de (337) en nuestro caso deberemos escribir

Ty=—My+ Ay - S;t- AT (342)

que puede no ser definida positiva y no invertible por Cayley, lo que complica el

calculo de forma notable. No es frecuente, pero merece la pena tenerlo presente.

1.3. Ejemplo

Se pretende valorar el error de observacion GNSS!? de cuatro vértices

pertenecientes a la red de calibracién monumentada de la UPV!,

13Con receptores GNSS y método cinemético, de menor precisién que la estacion total o que
el método GNSS en post-proceso.

14Vértices monumentados por pilares de hormigén en masa en el Campus de la Universidad
Politécnica de Valencia, Escuela Técnica Superior de Ingenieria Geodésica, Cartografica y
Topografica.
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Figura 1.1: Localizacion de la Red de Prueba, un cuadrilatero formado por los
vértices V1, V2, V3y V4

V2
V1

V3

V4

Figura 1.2: Croquis de la red

Se han definido las coordenadas de los cuatro vértices de la red en dos ocasiones
mediando entre ellas un plazo de 50 minutos. En este caso es obvia la inexistencia

de desplazamiento d de los cuatro vértices entre ambos instantes.
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Los parametros que definen el ajuste de la red son las variables deformaciéon d, que

responden a la expresion'®:
d:XQ—Xl = (Xa+$2)—(Xa+$1) = T9 — I1

Siendo
X, : coordenadas aproximadas de los vértices
X1, o : correcciones de los vértices en el momento 1 y el momento 2

En definitiva el vector de deformaciones en los vértices de la red producidas entre

ambas campanas sera
d= 19— 1

Insistimos que en el caso propuesto se cumple la deformacion nula d = 0, en
consecuencia, cualquier pretendida discrepancia entre las cifras de ambas campanas
que eventualmente se detecte solo puede achacarse a defecto de observacion y

calculo producido a lo largo del proceso y cifran la sensibilidad del mismo.

Resolveremos el ajuste con el método descrito de adiciéon de ajustes coordinados
con adiciéon funciones de variables o parametros, en el caso particular de
observaciones indirectas, aplicando la expresion antecedente (315) en la que

sustituimos las variables x5 por las variables deformacion d:

Agl - Py - Ad1 A(I;Q . d B Agl -Pn-Kan (315)
Adg 0 _)\2 KdQ

donde Ay = vector de pardmetros de Lagrange.

que resuelve el problema, resultando

-1

d Agl Py - Agp AZ;Q A;‘lpl Py Kgp
—Xs Ao 0 K

15Gegtin la Teoria y Algoritmo que hemos denominado “Control Gaussiano de Deformaciones”,
cfr. Tesis Doctoral M.J. JIMENEZ MARTINEZ.
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Para resolver la expresion anterior y obtener el vector d es necesario calcular:
- la matriz de diseno Ay,
- la matriz de diseno Ags,

- y los vectores de términos independientes K4, Kgo (la matriz de pesos en el caso

presente es la matriz identidad Py =1 ).

1.3.1. Matriz de diseno A;, matriz de A, de condiciones y

vectores de términos independientes K; ;1 y Ky

Matriz de diseno Ag:

Sean los sistemas de formas lineales F; segiin el método de incrementos de

coordenadas

Campana 1 o Momento 1 de observacion

r1; — 15 + (AX1i50 — AXyi5.) = RXqy5

T1; — T1j + K1 = RXMJ'
Campana 2 o Momento 2 de observacion

Loy — Ty — (AX2z'jo - AXQijc) = Rij

Ty — Xgj — Ko = RXo;;

donde segin notacién bien conocida
x;, ; = correcciones a abscisas (ordenadas) del eje i — j
AX,j, = incremento de abscisas (ordenadas) del eje i — j

AX;;. = observado por GNSS incremento de abscisas (ordenadas) del eje i — j

calculado
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RX;; = residuo presentando distribucion normal
X, = vector de coordenadas aproximadas a priori
AXijo — AXije = Or,; — Oc,; = valor observado - valor calculado

con Og,, = constante en las dos campanas o momentos de observacion, lo que

supone que

A partir de Ky y K> se obtiene Ky, segin
Ky = KXdijj = Ky — K1 = O — Oy

con
Kl = OTl — OC = KXM] (Momento 1)
K; = Oy — O¢ = K X5 (Momento 2), pudiendo prescindir del valor de Og,;.

Las formas lineales del Momento 1 serén:
Ty — T1j — KXlijc = RXlij
y las formas lineales del Momento 2:
Toj — T2j — KX2ijc = RX2ij
Y restando las formas lineales de ambos momentos resultara:
(132z' - $1z‘) - (xzj - l‘lj) - (KXZij - KXlij) = RXQij - RXlz'j
y en definitiva

dzi — dzj — Kde = dm — d:cj — Kdl = RXdZJ

dyi — dyj — Kq1 = Residuos

dyi — dyj = Kq1 + Residuos
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expresion buscada que permite formar la matriz Ag:

-1 1 0 0 0 0 0 0
0o -1 1 0 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0 0 0
1 0 -1 0 0 0 0
0 -1 0 1 0 0 0 0
Ay = -1 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0o -1 1 0 0
0 0 0 0 0o -1 1 0
0 0 0 0 0 0o -1 1
0 0 0 0 1 0 0 -1
0 0 0 0 0 -1 0 1
Lo 0 0 0 -1 0 1 0 |
El vector K4 se obtiene a partir de la expresion anterior Ky = Ky — K =
O79 — O71. Y asi obtenemos:
[ _0.0092 |
0,0062
0, 0090
—0, 0060
0,0153
Kg = KXd;; =| —0,0030 |[metros]
—0,0039
~0,0084
—0,0030
0,0070
0,0114 |

Contemplamos ahora que el vértice de denominacion j sea exacto entonces x; = 0,
supuesto de que exista un vértice fijo (en nuestro ejemplo es el vértice Valencia2,
externo al cuadrilatero y de error nulo), escribiéndose la forma lineal que relaciona

vértice fijo y libre ahora como:

Momento 1

L1i — (AXlijo - AXlijc) = RXy;
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X1 — (OlTij - OCij) = RXij

T1; — KXlij = RXlz’j

Momento 2

T12; — (AX2ijo - AX2ijc) = RXlij

To; — (OQTij - OCij) = RXij

To; — K Xo;j = RXy;;

Y restando las formas lineales de ambos momentos resultara:

(3721‘ - SUM) - (KX%]' - KXlij) = RX2ij - RXlij

y en definitiva

dm' - KXCZU = dm - Kdl = RXdZ]

dyi = Kg1 + RX d;;

d.; = K41 + Residuos

expresion buscada que permiten formar la matriz Ag.

El vector d,; esta constituido por ocho variables: d,; =

Ty 4

A partir de la expresion d,; = K4 + RXd,;; obtenemos la matriz Ay, y el vector

Kdl = KXdZ] con la expresi()n Kdl = K2 - K1 = OT2 - OT1

106



M.J. Jiménez Martinez, N. Quesada Olmo, M. Chueca Pazos

0,0010
0,0030
—0,0030

—0,0010

—_
o o o o ©

0,0020
0,0004
—0, 0087
—0, 0052
—0,0146

o O o o o o o o o o©

—0,0069
—0,0026
—0,0043
—0,0046
0,0044

o O O O O O o O O oo oo o o o o©

—

0,0033
0,0044
0,0123
0, 0206

0,0092

o O O O O O O O O O O o o o o o o o o o

—0,0052

,y KXdijj = Ky = [metros|

—_

0, 0052
0, 0091
0,0032
—0,0053

o O O O O O O O O O O OO O o o o o oo o oo o o o o o<

—0,0036
—0,0007
—0,0108
0,0057
—0,0047

O O O O O O O O O O O O O O O O O o o 0o oo oo oo oo oo oo o o o o

—_

—0,0004
0,0155
0,0114
0,0151

0,0153

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O oo o o o o o o o

0,0084

—_

0,0070

—_

0,0021
0,0038
1 0,0023

o O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO O o oo oo o o o o o o
O O O O O O O O O O O O O O O 0O O O O 0O O 0o o oo oo o o o o o

O O O O O O O O O O O O O o o oo o o o oo oo o o o o<

O O O O O O O O O O O O O O oo o o o o o

o O O o o o o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o

o o o o o
=

1 0,0087

Matriz de diseno A,z de indeformabilidad de cuadrilatero:

La deformacion nula d = 0 del cuadrilatero V1V2V3V4 nos permite definir el

condicionado de la matriz Ag, en concreto la constancia de las longitudes entre los
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vértices, ya que durante el periodo de observacion de las dos campanas o momentos
los vértices no sufren ningin desplazamiento real entre ellos. Como sabemos el
cuadrilatero V1V2V3V4 esta formado por cuatro lados y dos diagonales, de entre
ellos elegiremos cinco elementos cualesquiera definiendo un cuadrilatero de forma

tinica, nosotros lo haremos con cuatro lados y una diagonal.

Para fijar ideas, aceptando que las coordenadas aproximadas de los cuatro vértices

son conocidas por observacion clasica:

[ Xa1 ] [ 480, 2411 ]
X0 4941, 0367
X3 412, 5229
Xo=(XY), = Xas = 4930, 2156 [metros|
Y1 438, 5047308
Y. 4869, 1202174
Y.3 502, 0845
| Y || 48781237 |

donde distinguimos abscisas y ordenadas para mayor claridad de expresion, son

coordenadas locales planas, las coordenadas del punto fijo Valencia2 son (0 m, 0m).

Se tendra, estableciendo la constancia de longitudes de tres lados y dos diagonales

(Xi = X5+ (Yi = Y))* = (Xai — Xoj)? + (Yai — Yo3)* = I7; = Constante

1, 7€1,2, 3,4
Facilmente linealizamos la expresiéon y resulta:

(Xai = Xag) - (w1 = 25) + (Yoi = Yog) - (91 = ) =0

AXijo - (2 — 25) + AYja - (Yi —y;) =0

Particularizando para las determinaciones genéricas momento 1 y momento 2 hasta

ahora utilizadas se tendra en la campana o auscultacion de orden 1:
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(Xai - Xa') : ($1i - lUlj) + (Yai - Yaj) : (yli - ylj) =0

AXija - (21 — 215) + AY%o - (y1i — 1) =0
y en la campana o auscultacion de orden 2:

(Xai — Xaj) - (w2 — @a5) + (Yai — Yaz) - (Y2i — y25) =0

AXijo(T2i — T2j) + AYij - (Y2i — Yo2;) =0

Para un lado o diagonal genérico de longitud constante i-j. Y restando ambas

expresiones resulta
AXija(dei = daj) + AYija - (dys — dy;) = 0 = Koo

expresion de las cinco ecuaciones lineales de condicién que dara lugar a la matriz
de disenio Ay, que constituye el conocido modelo F}, siendo evidentemente Ko = 0.
Y teniendo en cuenta que AXj;,, AYj, se obtienen a partir de las coordenadas
aproximadas obtenidas a partir de observaciones clasicos (con estacion total) la

formacioén de la matriz Ad, es trivial:

Ag =
[ 63,5816 63,5816 0 0 8,98397  —8,98397 0 o ]
0 25,9637  —25,9637 0 0 —61,1034 61,1034 0
= 0 0 —67,72139  67,72139 0 0 —10,8007 10,8007
—21, 82393 0 0 —21,82393 —62,9201 0 0 62,9201
I 0 —41,7577 0 41,7577 0 —71,9040 0 71,9040

Una vez conocidos Agr, Age, K41, sustituyendo por su valor Kz = 0,y con Py = 1,

ya podemos resolver la expresion (315) inicial:

-1

d Agl ’ Pdl ’ Adl AdT2 AdT1 : Pdl ' Kdl
_>\2 AdQ 0 0
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y obtener el vector deformacion d. En el epigrafe siguiente resolvemos el ajuste
por el método de incrementos de coordenadas en tres supuestos: como red
libre aplicando ajustes coordinados, como red determinista aplicando ajustes

coordinados, y ajuste clasico sin ecuaciones de condicion.

1.3.2. Resolucién del ajuste

Una primera valoracion de las observaciones GNSS ha sido comparar las distancias
entre vértices observadas con distanciometria electronica (tras un ajuste gaussiano

y con errores < 1 mm) con la observacion GNSS, segin el Cuadro 1.1.

Alineacién | Dist. geométrica GNSS ‘ Dist. geométrica clasica ‘ diferencias [m] ‘

V1i-V2 64,2012 64,2142 0,0130
V2-V3 66,3810 66,3912 0,0102
V3—V4 68,5644 68,5771 0,0127
V4-V1 66,5943 66,5976 0,0033
V2 -—V4 83,1540 83,1500 -0,0041
V1-V3 103,5811 103,6079 0,0268

Cuadro 1.1: Diferencias entre las distancias GNSS y las obtenidas por distan-
ciometria electronica

La mejor distancia GNSS es la V4 —V1, de 3,3 mm de diferencia con la clésica. Lo
que nos hace pensar que el mejor azimut de partida para obtener las coordenadas

aproximadas iniciales del cuadrilatero'® es el de la alineacion V4 — V1.

La observacion GNSS de los vértices V2 y V3 ha resultado problematica debido
a la sombra del arbolado del campus de la UPV en el V3 y de la proximidad
de la fachada de un edificio al V2 limitando su horizonte de observacién de
manera importante. La observacion desde estos dos vértices es defectuosa y
presenta problemas, son los vértices que como veremos de inmediato tienen mayores

correcciones, atin asi, no hemos prescindido de ellos en el ajuste.

16 Conocemos los angulos interiores y distancias del cuadrildtero observadas con estacion total.
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Partimos de un vértice fijo de coordenadas cartesianas geocéntricas del la RED

GNSS ERVA:

Vértice Fijo Valencia2 X [m] Y [m] Z [m]

RTCM - Ref 0008 4932703,006 | -29607,783 | 4029833,09

Las coordenadas cartesianas geocéntricas X [m|, Y [m], Z [m] de los cuatro vértices

en el momento 1y el 2 son las que siguen:el

Momento 1

Vértice 1

4929597.51200 -29124.22600 4033597.42067
4929597.51500 -29124.22233 4033597.41967
4929597.51767 -29124.21900 4033597.42267
4929597.51733 -29124.21700 4033597.43567
4929597.51600 -29124.21567 4033597.43267
Promedio Vértice 1

4929597.51560 -29124.22000 4033597.42627
Veértice 2

4929603.15800 -29187.75467 4033590.10367
4929603.15567 -29187.74533 4033590.10967
4929603.16367 -29187.75400 4033590.10100
4929603.16200 -29187.74800 4033590.10700
Promedio Vértice 2

4929603.16567 -29187.75800 4033590.10133
Veértice 3

4929564.29967 -29213.94400 4033637.11367
4929564.30500 -29213.94167 4033637.11900
4929564.30700 -29213.93733 4033637.12467

4929564.30100 -29213.94633 4033637.11700
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4929564.29167 -29213.94900 4033637.11900

Promedio Vértice 3

4929564.30087 -29213.94367 4033637.11867

Veértice 4

4929557.35600 -29146.27867 4033645.74900

4929557.34533 -29146.28200 4033645.74100

4929557.34500 -29146.28833 4033645.74067

4929557.34433 -29146.28200 4033645.74467

4929557.35133 -29146.27100 4033645.75167

Promedio Vértice 4

4929557.34840 -29146.28040 4033645.74540

Momento 2

Veértice 1

4929597.51267 -29124.21600 4033597.42800

4929597.51367 -29124.21933 4033597.43033

4929597.51300 -29124.22200 4033597.42300

4929597.51433 -29124.21800 4033597.42633

4929597.52000 -29124.21367 4033597.43133

Promedio Vértice 1

4929597.51473 -29124.21780 4033597.42780

Vértice 2

4929603.15067 -29187.75433 4033590.09667

4929603.16100 -29187.75400 4033590.10000

4929603.14467 -29187.75933 4033590.09267

4929603.14567 -29187.76267 4033590.08733

4929603.15467 -29187.76500 4033590.09167

Promedio Vértice 2

4929603.15133 -29187.75907 4033590.09367

RACYV Digital - Método Gaussiano de los Ajustes Coordinados:
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Veértice 3

4929564.28867 -29213.94667 4033637.12467
4929564.29633 -29213.94600 4033637.12667
4929564.30033 -29213.94200 4033637.13867
4929564.29667 -29213.94200 4033637.13333
4929564.29700 -29213.94567 4033637.13433
Promedio Vértice 3

4929564.29580 -29213.94447 4033637.13153
Vértice 4

4929557.34367 -29146.27433 4033645.74800
4929557.35333 -29146.26967 4033645.75033
4929557.36433 -29146.26767 4033645.76167
4929557.37433 -29146.27267 4033645.77233
4929557.37700 -29146.27600 4033645.78400
Promedio Vértice 4

4929557.36253 -29146.27207 4033645.76327

Una vez observadas las coordenadas cartesianas geocéntricas y las geodésicas de
los vértices en el momento 1 y 2, y conocidas las coordenadas fijas del vértice fijo

GNSS Valencia2, se obtienen los incrementos de coordenadas locales GNSS entre:
- vértice fijo (Valencia2) y libre (V'1, V2, V3 y V4) (para la solucion determinista).

Asi por ejemplo, los incrementos de coordenadas locales entre los vértices:

Valencia2 (fijo) y V1 (libre) en el Momento 0 seréan:

Vértice | Vértice Incrementos Incrementos
Valencia2 V1 AX [m)] AY [m]
502, 0557 4878,1180
502, 0594 4878,1153
502, 0627 4878,1160
502, 0647 4878, 1262
502, 0660 4878,1247
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- vértice libre (V1, V2, V3 y V4) y libre (V1, V2, V3 y V4) (solucion libre). Los
incrementos de coordenadas locales (promedio de cinco observaciones) entre los

vértices libres en el Momento 0 seran:

Vértice | Vértice Incrementos promedio Incrementos promedio

AX [m)] AY [m)]

V1 V2 —63, 5643 —9,0016

V2 V3 —25,9613 61,0934

V3 V4 67,7032 10, 8243

V4 V1 21,8224 —62,9162

V2 V4 41,7419 71,9177

V1 V3 —89, 5256 52,0918

Seguidamente y aplicando el método de incrementos de coordenadas, hemos
obtenido el vector desplazamiento d entre el momento 1y el 2, aplicando diferentes
métodos y algoritmos. Es evidente que los pilares de la base de calibraciéon de la
UPV no se han desplazado en los 50 minutos entre observacién y observacion
GNSS, con lo cual, como ya hemos dicho, los resultados obtenidos nos servirdn
para evaluar el error y la sensibilidad del trabajo con los diferentes métodos de
ajuste. El vector exacto de desplazamiento d (en general desconocido), en nuestro

caso es de valor nulo.

1 - Primera solucién determinista con variable d = x5 — x1 (x9, 21 son las
correcciones entre los momentos 1y 2) matriz Ay de rango completo y adicion de la
matriz Ay formada por cinco ecuaciones de condiciéon que definen un cuadrilatero
indeformable, siguiendo la expresion (315):

-1

d _ An - Pp - Aa Al ‘ Al - Py - Ka (315)
—/\2 Adg 0 0
con P = 1I:
-1
d At - T-Ay AL AL - T-Kg
—As Agp 0 0
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En el epigrafe anterior hemos calculado Ag v Ky41, lo que nos permite obtener d:

o o o o o o o
o o o o o o
o o o o o o o

—0,0092
0,0062
0, 0090
—0,0060
0,0153
Kg =| -0,0030
—0,0039
—0,0084
—0,0030
0,0070

0,0114

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
-1 1 0 0
0o -1 1 0
0 0 -1 1
1 0 0 -1
0 -1 0 1
-1 0 1 0 |
[metros|

La variable d pensamos que puede corregir en parte los sistematismos propios de

la observacion, ya que proviene de una diferencia de correcciones entre las dos

posiciones del vértice, en el momento 1 y en el momento 2.

Los desplazamientos de los vértices son los del Cuadro 1.2.

115



RACYV Digital - Método Gaussiano de los Ajustes Coordinados:

aplicacion en Microgeodesia y Redes Locales

|

| do [m] [ dy [m] |

V1| -0,0019 0

V2 1-0,0028 | 0,0062
V3| 0,0031 | 0,0087
V4| 0,0042 | 0,0021

Cuadro 1.2: Desplazamientos de los vértices del cuadrilatero de la primera solucion
determinista

Es comprobable que la correccion d, es inferior a la correccion d, en cualquiera de

los vértices, se debe fundamentalmente a la posicion del vértice fijo.

Se puede comprobar que las variables d,, d, son similares en décimas de milimetro
a las definidas mediante d,» = x9 — 1, dyy = y2 — y1. Para ello hemos hecho dos
ajustes independientes y hemos obtenido las variables xy y x5, v los resultados son

los del Cuadro 1.3. y 1.4.

| Ajuste 1 | xy [m] [ yi[m| || Ajuste 2 | x5 [m] | yo[m] |
V1 0,0111 | -0,001 V1 0,0099 | -0,0007
V20,0126 | -0,0111 V2 10,0105 | -0,0051
V30,0029 | -0,0153 V3 | 0,0064 | -0,0068
V4 0,0012 | -0,0045 V4 0,0056 | -0,0022

Cuadro 1.3: Correcciones x; v o de los vértices del cuadrilatero de la primera
solucién determinista

Ajuste 2 - Ajuste 1 | dy =23 —xy [m] | dy = yo — 1 [m] |

V1 20,0012 0,0003
V2 20,0021 0,006
V3 0,0035 0,0085
Vi 0,0044 0,0023

Cuadro 1.4: Desplazamientos d,/, d,y de los vértices del cuadrilatero de la primera

solucion determinista
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Podemos definir el movimiento de los pilares con la alineacion V4 — V1, ya que el
resto de vértices mantiene una posicion relativa constante respecto a la direcciéon
V4 —V1, y este caso lo haremos asi. El vértice V'1 puede haberse desplazado hasta
V1. El valor méas probable del desplazamiento es d, = -0,0019 m segtin abscisa y
d, = 0 m en ordenada (cfr. Figura 1.4). Y el valor més probable del desplazamiento

de V4 puede haber sido de d, = 0,0042 m y de d, = 0,0021 m (cfr. Figura 1.3).

4 2 mm

2,1 mm

V4' "y
V4 -
%

Figura 1.3: Posible desplazamiento del vértice V4 hasta la posicion V4’ con
deformaciones d, = 0,0042 m y d, = 0,0021 m

0,0019 m

V1' L V1

Figura 1.4: Posible desplazamiento del vértice V1 hasta la posicion V1’ con
deformaciones d, = 0,0019 m y d, = 0 m

2 - Segunda solucién determinista con variable d, matriz A; de rango completo
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y sin ecuaciones de condicion, definida por la expresion clasica gaussiana pero con

la variable d en lugar de la x:

dz(AlT'Pdl'A1)_1'A1T'Pd1'Kd12332—931

Los desplazamientos d obtenidos en la solucion libre estan en el Cuadro 1.5.

| | di[m] | dym] |
V1] 0,0022 | 0,0017
V2 [-0,0071 | -0,0022
V3 [ -0,0008 | 0,0132
V4| 0,0083 | 0,0044

Cuadro 1.5: Desplazamientos de los vértices del cuadrilatero de la segunda solucion
determinista

Este método nos confirma que la adicién de la matriz Ay de la solucién 1 mejora

la precision de los resultados de forma notable.

3 - Solucién libre. Finalmente senalamos que, como excepcion, podria convenir
prescindir del vértice fijo GNSS o de alguna de sus coordenadas, y asi lo hacemos

en la solucién de la red libre.

El sistema de formas lineales estara formado por cuatro vértices libres, con matriz
Ag de rango incompleto, con la matriz Az formada por cinco ecuaciones de
condicién que definen un cuadrilatero indeformable, y la matriz £ con las dos

ecuaciones de condicién de minima norma euclidea, siguiendo la expresion:

-1

d Azl—‘l'Pdl'Al AziQ ET Agl'Pdl'Kdl
—)\2 = Adg 0 0 : 0
—A3 E 0 0 0

d:IQ—Il
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Siendo la matriz F en este caso:

11
FE =

00001111

110 0 00

Entendemos que la matriz de condiciones del modelo F}, en este caso, esté
constituida por una matriz Az y una matriz £ de constrenimientos. Como sabemos
el método de ajustes coordinados nos permite calcular la solucién pseudoinversa

con adicion de funciones y con inversa de Cayley.

Esta solucién, nos parece la mas solida, permitiendo obtener unos desplazamientos
de error minimo. Una vez ajustada la red los resultados son los del Cuadro 1.6 ,

que claramente cumplen la condicion de la pseudoinversa.

| | de[m] | dy[m] |
V1] 0,0023 | 0,0030
V2 [ 0,0031 | -0,0022
V3| -0,0024 | -0,0019
V4 [-0,0029 | 0,0012

Cuadro 1.6: Desplazamientos de los vértices del cuadrilatero de la solucion libre

Y en definitiva, el resultado real alcanzado es:

- Los desplazamientos d en abscisas (d,) y en ordenadas (d,) de los vértices, que
consideramos mas representativos segtin hemos justificado, son los que siguen, y

responden a la 1 - Primera solucién determinista:

dy [m| | dy [m]
V1/]-0,0019| 0
V2 | -0,0028 | 0,0062
V3| 0,0031 | 0,0087
V4 | 0,0042 | 0,0021

- Los desplazamientos de los vértices de la 2 - Segunda solucién determinista,

en abscisas (d,) y en ordenadas (d,), son los que siguen:
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dy [m| | dy[m]
V1| 0,0022 | 0,0017
V2 |-0,0071 | -0,0022
V3 |-0,0008 | 0,0132
V4 | 0,0083 | 0,0044

- Los desplazamientos de los vértices de la 3 - Solucién libre, en abscisas (d,) y

en ordenadas (dy), son los que siguen:

dy [m] | d[m]
V1| 0,0023 | 0,0030
V2| 0,0031 |-0,0022
V3 [-0,0024 | -0,0019
V4 | -0,0029 | 0,0012

Aunque hemos omitido el desarrollo teérico y préactico la precision alcanzable,
con fiabilidad cercana a la certeza (probabilidad 99 %), se centra en el entorno
de medio centimetro para cualquier punto del area afectada. Entendemos que de

calidad notable para la instrumentacion GNSS que define este proyecto.
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